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uando de una ecuacion diferencial se conoce la solucion general,
Ctodos los problemas que se pueden plantear pueden ser estudiados
satisfactoriamente. Del estudio de la solucion general resultan conclu-
siones en cuanto a la estabilidad, existencia de soluciones periodicas, etc.
Lamentablemente la gran mayoria de las ecuaciones diferenciales no pue-
den ser resueltas en forma explicita y muchas veces la formula que da la
solucion general resulta excesivamente complicada, que también puede
llegar a ser de poca utilidad para una discusion exhaustiva de las propie-
dades de las soluciones.
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Los métodos numéricos, muy eficaces
cuando se trata de dar la solucién de al-
gun problema especifico, tienen en general
poco valor para la discusion global de las
soluciones, cuando se trate de estudiar las
propiedades del conjunto de todas las so-
luciones. En efecto, el célculo de una, diez
0 aun mil soluciones particulares de una
ecuacion diferencial solo da una idea muy
vaga con respecto al comportamiento de
todas las soluciones.

También los métodos que permiten
obtener la solucién en forma de series,
presentan dificultades insalvables cuando
se trata de discutir el comportamiento de
las soluciones.

Por otra parte, para muchas aplicacio-
nes, interesa discutir problemas bien dis-
tintos del célculo efectivo de una solucion
particular. Interesa, por ejemplo, conocer
la existencia y nimero de puntos de repo-
so de un sistema fisico, la estabilidad de
dichos puntos de reposo, la existencia de
soluciones periddicas, el comportamiento
asintético de las soluciones, etc. Es im-
prescindible, entonces, poder atacar el
problema directamente, es decir, estudiar
las propiedades de las soluciones, sin nece-
sidad de resolver una ecuacion diferencial.

En este articulo de carécter divulgativo
se pretende alcanzar los siguientes objetivos:

1. Puntualizar la necesidad de sefialar
condiciones necesarias y suficien-
tes para la existencia y unicidad de
la solucion de una ecuacion dife-
rencial.

2. Utilizar el andlisis cualitativo para el
estudio del comportamiento de las
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soluciones de una ecuacion diferen-
cial autbnoma.

3. Clasificar los puntos de equilibrio de
una ecuacion diferencial en la recta
real asi como también los puntos de
equilibrio de sistemas auténomos li-
neales y no lineales de orden dos.

Teorema de existenciay unicidad

Antes de intentar determinar la solu-
cion a un problema de valor inicial es fun-
damental saber primero si tiene solucion
(existencia), si es Unica o no. Considere-
mos entonces el problema de valor inicial

Y=1(x, ), y(x0) =0

Teorema de existencia. Si

f(x,y) es continua en el rectangulo

R:a<x<b; c<y<d ysi ((xy,,)

es un punto de R, entonces existe una
funcion y = y(x) definida en un inter-
valo / =]x0- £,x0+£[C ]a, 6[ tal que
y(xj= y0y y'= f(x,y) para xGI.
Ejemplo 1. Dada la ecuacion dife-

. y2 .
rencial y'=-=y =f (X y), se obtiene



como solucioén: Debemos

N

agregar la solucion y =0. El Gréfico 1

muestra algunas soluciones.
2

f(x,y)=-— es
y 2

continua en un entorno de cada punto

m La funcién

(x0,y0) con x0 0. De acuerdo al teo-
rema de existencia, cada problema de valor
inicial con _y(x0) = y(I, x0 0tiene solu-
cién (podria ser Gnica 0 no) en un entorno
de x =x0. Los Unicos puntos (x0,y0)
candidatos a que el problema de valor ini-
cial no tenga solucion son los que tienen
la abscisa XGx=0. De estos puntos: Para
(0,y0), y0s*o, no existe solucion pues
todas las soluciones cumplen la condicion
y(0) =0 ypara (0,0) hay infinitas so-
luciones. Todas las soluciones satisfacen la
condicidn inicial _y(0) =0.
Notemos que la funcién f no es con-

tinua en (0,0) pero la ecuacion tiene

infinitas soluciones que cumplen con la

condicién inicial y(0) =0. Es decir que
la continuidad de f en (x0,y0) es con-
dicion suficiente pero no necesaria para la
existencia de soluciones del problema de
valor inicial con y (x0) =y 0.

Nota. El intervalo de la existencia de la

solucion al problema de valor inicial puede
ser arbitrariamente pequefio 0 muy grande.

Ejemplo 2

Consideremos la ecuacion diferencial
y "=1+y 2. La solucion general esta dada
por y =tan(x +C). Parael problema de
valorinicial y(0) =0, obtenemos C =0.
El dominio de la soluciéne s -----<x <—.,
El Gréfico 2 siguiente muestra el campo
de pendientes y una solucién.

Si bien la funcion

f(xy) =1+y2

es continua en todo el plano, la solucién
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explota en tiempo finito. Este ejemplo
muestra que es posible que f (x,y) sea
continua en todo el plano, pero sin em-
bargo las soluciones tienen intervalos de
existencia finitos.

El intervalo ]x0—£,XQ+ £[ que ga-
rantiza el teorema de existencia puede ser
arbitrariamente pequefio. Es decir la exis-
tencia de la solucion esta garantizada solo
en un entorno (arbitrariamente pequefio )
de x =x0.

Teorema de unicidad. Si (X, y) ¥
E(X’ y) son continuas en el rectangulo
R:a<x<b;

c<y <d, con (x,,y0)eR,

entonces existe una Unica solucién

Y=y(x) que estd definida en un in-

tervalo /=]x0—O,X0+<5[ y tal que

y(xo)=y0y y’'="f(x,y) para xei.

Consideremos la ecuacién
2
diferencial y' =3y3. La solucion gene-

Ejemplo.

rales y =(x+C)3. Debemos agregar la
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solucion especial y =0. Para el problema
de valor inicial y(0) =0, tenemos dos so-
luciones: y,(x) =0y y2(x) =x3.

Note que la funcién definida a tramos
por y,(x) =0 para x<0 y y3(x) =X3
para X>0 estambién una solucion.

2

f(x,y) =3y3 es conti-
)f

nua en todo el plano vy, < (x,y) =2y 3

La funcién
es discontinua solo para y =0. Cada
problema de valor inicial y(xo0) =0 no
tiene solucion Unica.

La condicion de que —(x,y) sea

dy
continua es suficiente pero no necesaria
para que la solucién del problema de valor
inicial sea Unica.

Definicion. Seaf | —* R unafuncion
definidaenalglnintervalo de larecta. Se dice
que f wverifica la condicion de Lipschitz
sii  /0")- f(y) <L\x- y\,Vx,y<El,

donde L es la constante de Lipschitz de

la funcién f.



Por ejemplo la funcion f(x) =x2 es
lipschitziana en cualquier intervalo acota-
do de la recta (aunque no en toda la recta,
pues la constante depende del intervalo).

Veamos ahora que toda funcion deri-
vable con derivada continua es lipschitzia-
na localmente.

Lema. Sea f :1 —R una funcion
derivable y con derivada acotada en 1.
Entonces f (x)es lipschitziana y una
constante de Lipschitz es el maximo de la
derivada en |I.

Hay funciones que no son derivables y
sin embargo son lipschitzianas. Por ejem-
pio la funcion valor absoluto en el ori-
gen. Una funcién que no es lipschitziana
(y por lo tanto no es derivable, aunque si
continua) es f (x) =yfx , continua en x
=0 aunque no derivable ni lipschitzia-
na. En efecto, aplicando la definicion:

/0) fiy)-4x N\fy- r yr

VX +yjy

que no se puede acotar en un entorno de
Cero.
Teorema.  Sea el problema
X'(t)-A(t) X (t) +b(t),X(t0) = X0,
donde A'WNO,t]]-* Mn(R)
:[/0Ti]— R son funciones continuas.
Entonces existe una Gnica solucion al pro-

blema de valor inicial dado.

Ecuaciones diferenciales auto-
nomes en la recta

Sonecuaciones delaforma y' =f (y).

Analizaremos las ecuaciones diferen-
dales autbnomas en la rectay nuestro ob-
jetivo es mostrar que una buena parte de
la informacion acerca del comportamiento
de las soluciones de estas ecuaciones pue-
de deducirse del denominado diagrama de
fases.

En el caso de las ecuaciones diferen-

ciales autonomas, el campo de pendientes
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es especial. Las pendientes que correspon-
den a dos puntos diferentes con la misma
coordenada x son iguales. Dicho en otras
palabras, el campo de pendientes de una
ecuacion diferencial autbnoma es paralelo
alo largo de cada linea horizontal.
Ejemplo. El siguiente grafico muestra
el comportamiento de las soluciones de la

ecuacion — =x(I1 -x)(2 +x).

Para la ecuacion dada, podriamos
haber usado procedimientos analiticos
para encontrar su solucion. Sin embargo
esas integraciones son algo complicadas y
las férmulas que resultan no son faciles de

interpretar.
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Esto evidencia la fuerza de los méto-
dos geométricos y cualitativos para es-
tudiar las ecuaciones diferenciales. Con
muy poco trabajo, ganamos mucha infor-
macién sobre el comportamiento de las
soluciones. Si bien no podemos utilizar
métodos cualitativos para responder pre-
guntas especificas como cudl es el valor
exacto de la solucién en un tiempo dado,
es posible utilizarlo para comprender el
comportamiento a largo plazo de las so-
luciones.

Estas ideas son especialmente impor-
tantes si la ecuacion diferencial consid-
erada no puede tratarse por procedimien-
tos analiticos. Asi por ejemplo, dada la

ecuacion diferencial: =¢i0sen2x. El

dt
lado derecho de la ecuacion es siempre
positivo, excepto si X - rw, para cualqui-

er entero n. Estas lineas especiales cor-

responden a soluciones de equilibrio de la



ecuacion. Entre estas lineas de equilibrio,
las soluciones deben ser crecientes.

De acuerdo al campo de pendientes,
esperamos que sus graficas se encuen-
tren sobre una de las lineas horizontales
0 que crezcan desde una de esas lineas a
la siguiente superior cuando / tiende a
infinito. En consecuencia, podemos pre-
decir el comportamiento a largo plazo de
las soluciones aun cuando no sea posible

resolver explicitamente la ecuacion.

Estabilidad e inestabilidad de
los puntos criticos

Si consideramos la ecuacion diferen-

cial X'=ax, dada una condicién ini-

cial x(¢0) =jd, sabemos que la solucién
de dicho problema de valor inicial es
x(t) =xCal. Se encuentra tres tipos de
comportamientos de sus soluciones res-
pecto al punto critico segun sea a >0,
a=0o0ac<0.

Para a <0, todas las soluciones se
acercan al punto critico x =0. Para
a >0, sealejan ysi a =0 todas son es-
tacionarias.

Diremos que un punto critico es esta-
ble si las soluciones que empiezan cerca de
él permanecen cerca para todos los tiem-
pos posteriores al instante inicial. Mas
aun, si las orbitas no solo permanecen
cerca, sino que se aproximan al punto de
equilibrio (como cuando a <0) diremos
que es asintoticamente estable.

Si un punto critico no es estable dire-

mos que es inestable. (En el ejemplo, ello

ocurre si a >0).
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Para a =2, y a —2, se tiene los si-

guientes gréaficos.

Diagrama de fase para las ecua-
ciones autonomas en la recta

En la recta real marcamos los pun-
tos criticos de la ecuacion diferencial
X' =f (X), es decir aguellos puntos para
los cuales f (X) =0. La recta queda divi-
dida en intervalos. En cada uno de ellos el
signo de f (X) es constante, porque f es
continuay no puede anularse.

Si consideramos un intervalo en que
f (X) >0, las soluciones solo pueden
crecer mientras estén en él. En un inter-
valo en que f (X) <0, las soluciones de-
crecen.

Si marcamos con una flecha que apun-

ta hacia la derecha (o hacia arriba) en los
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intervalos donde f (x) >0 vy con una
flecha hacia la izquierda (o hacia abajo) en
los intervalos donde f (x) <0. En dicho
diagrama esta contenido lo esencial de la
informacion. El siguiente grafico muéstra-
la linea de fase de la ecuacién diferencial
dx

o =X(I —x)(2 +x)

Clasificacion de los puntos de
equilibrio
e Decimos que un punto de equi-
librio x0 es un sumidero si cual-
quier solucién con condicion inicial
suficientemente cercana a x0 es
asintdtica a x0 cuando t tiende a
infinito. Dicho punto se denomina
una fuente si, cuando todas las solu-
ciones que comienzan cerca de x0

tienden a alejarse de x0 a medida

gque t aumenta.



* Una fuente es un sumidero si el
tiempo transcurre hacia atras. Todo
punto de equilibrio que no es ni su-

midero ni fuente se llama un nodo.

. Sumickro Fete  Sumido
--------- "W « e«—
2 0
Estable Inestale Estable

Propiedad. Sea  x0 un punto de

equilibrio de la ecuacion diferencial

x'=f (x),con f una funcion dife-

renciable continuamente.

* Si /'(x0) <0 entonces x0 es un
sumidero.

* Si f '(x0) >0 entonces x0 es una
fuente.

« Si/{X0)=0°si /'(x0)

noexis-

te, se necesita informacién adicional.

Cantidades que se conservan o
decrecen sobre las 6rbitas

Si una ecuacién diferencial modela

un sistema mecanico aislado, entonces la

energia del sistema permanece constante
o decrece al evolucionar el sistema. El pri-
mer caso corresponde a sistemas donde la
energia no se disipay en la segunda cate-
goria caen los fendmenos en que una parte
de la energia del sistema se va perdiendo
en la evolucion (por ejemplo un sistema en
el cual hay rozamiento, lo que hace perder
energia mecanica al generar calor).

Por ejemplo, si se considera la ecuacion
del oscilador arménico m X"=- kx, que
se puede escribir como x "+ (ti2X=0 con

.tk .
(ti=.j—, ocomo el sistema W ~av al
"W 1v'=-0ix
introducir la variable y =—. En este sis-
©
tema hay dos tipos de energia: la energia
cinética debido a la velocidad con que se
desplaza la masa m y la energia alma-
cenada en el resorte al deformarse. Es
conocido que la energia total se conser-
vay es la suma de las energias cinéticay

potencial. Veamos como nuestro modelo
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recoge esos hechos. La energia cinética
es Ec =—mv2= La energia
potencial de deformacion del resorte es:
Ep = szZ
La energia total del sistema es
Er =—m (x"))"+ —kx2. Si calcu-
r 2 v 2
lamos la derivada E' de la energia

con respecto al tiempo, obtenemos:
(Et) =m{x")x"+kxx" =x"'(mx™+kx) =0,
lo que muestra que la energia se conserva

alo largo de las trayectorias del sistema.

Sistemas lineales de orden dos

Consideraremos sistemas de la forma
Y\t) =AY (t) donde A es una matriz
a coeficientes reales. Si hacemos el cam-
bio de variable Y =TZ donde T es una
matriz constante no singular, se obtiene el
sistema Z'=[T IAT"jZ, donde la ma-
triz de coeficientes es similar a la matriz

A
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 Si det(A) * 0, por ser el caso més
frecuente), eso significa que cero no
es un valor propio de la matriz Ay
por tanto que el origen es el Gnico
punto critico del sistema.

e Se puede mostrar que existe una
matriz no singular T tal que
T~>AT es igual a una de las si-

guientes seis matrices.

. iA 0
l. ,donde/Zi<A<0 0 0< ,u< A
\0O u
. IA o\
In. donde A >0 0 A <0.
.. 1A °\
. con fi <0 <A
u/
iv. TA 1\
donde A>0 o A<O.
<
a cona, f3* 0,
¢P
a>00ac<0
. i o
i P\ conss- Q
V- P

Los casos v) y vi) corresponden avalores

propios complejos conjugados de la matriz



A, axi/3 vy =ifi, respectivamente.
En los cuatro primeros casos los valores
propios son reales.
Podemos obtener los retrato fase
asumiendo que T~'AT es una de las
formas i) a vi).
Casoi)Lasolucionde Z'=[t 'AT

que pasa por el punto (xg,” ) * (0,0) en

/xre*
_o e D=
t=0 es [yo*

tenemos que i>(f) — 0 cuando t tiende

Si ju<A<O0

al infinito.

fi <A<0

Si O<fX<A toda trayectoria tiende
hacia fuera del origen cuando t — +oc.

Caso i) La solucion de
Z :(rAAT)Z que pasa por el

punto (\NOM°>°) en t=0 es

X”Jét \
()
Si A>0. Si A<O.
(l <0y A>0. Eslasolucién que pasa

por (X0, y0) cuando t=0. Cuando

t  +o0? (y) — 200 de acuerdo a si
X0>0 osi x0<0 y cI>,(7) = Ocuando
t - +00. Es facil ver que si |4 = W] las
Orbitas son hipérbolas rectangulares. Para
arbitrarios u <0 y A >0, se tiene cur-
vas como las que se indican en el siguiente

grafico. El origen es llamado un punto de

silla.
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Caso iv) Aqui I>(i) = (Xt +yA A
Vo y°

es la solucibn que pasa por (xay<)

cuando t=0 y si A<O0 el plano fase
esta caracterizado por el hecho de que
toda Orbita tiende al origen cuando
t tiende a infinito y tiene como di-

reccion limite a (0,0). Se tiene que

dy <=2°(0 A<F>2 (/)
dx  <y(0 ao,(/)H=l(i)

cuando t —* +oo. El origen en este cuarto

0

caso es llamado un nodo impropio.
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Caso v) La solucion para a >0 que

pasa por el punto (xo, yo) cuando t =0 es

o a €0s(/?7)+\Psen(fit) \
PO=" xasen{pt) +38c0s(/i/)

. Si designamos por p =y|xj+ y@,

0
eosa% senaz)é, € puede escribir

"peos(/3t-a) i

it -psen(0t-a)J
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