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2" D e b e  ser

lím. (\/¡1+01— \/10 )=o.
Pues

—-—  ( V a + w — V  w) ( V  a + t u - p y  to)______ a_____.
a  10 10 jV/ a q _ t ó _ )_ /V/ a ;  ^  a + m + V  to
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V

Km. [ V a + ^ - V ^ ] =  lím . [ V a ^ , + v - ; |  = ¿ = ° -  

3? Debe ser

lírn. [\/ai(a+w) — (j]=r— •

Pues

V  r í¿ + w )  - < * =  y (7 ~ I^ -a ± y  - V ^ ] [ V ^ + V  w 3.
\/ a + w -(-\/  <o

a/ ¿  +  i + i

luego

l í m . [ \ / í ( j ( a + í w ) — o ] r = I í m .— j  a  —  a

° - + i  +  i/  **• I T  - J  T I _ t_ I  2

V  (O
p o rq u e
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Nota. E n  expresiones, como las de los ejemplos 2? 
y  3?, podía escribirse

hm .[\/a+w — \tw  Jzroo — oo , 

h m .[ y 'w ( a + w )  — ío ] ~ c o  — 00 ,

con lo cual resultarían símbolos de indeterminación en

lugar de los valores determinados o  y-^-; sin n egar que

puedan ser exactas las expresiones anteriores en cuanto 
á la forma, se sigue, que para tales símbolos de indeter
minación resultan los valores determinados, de o  en el

primer caso, y ~  en el segundo. Por esto es necesario

observar, que supuesta la aproxim ación al límite, el v a 
lor exacto  ó determinado de una función, ó cantidad 
cualquiera, se halla separando, en cuanto sea posible, las 
variables de las constantes, y  reduciendo así las e x p r e 
siones á formas simples ó más adecuadas, antes de dar á 
las variables los valores que les correspondan, como m a g 
nitudes crecientes ó decrecientes.

40. Lím ites de las cantidades que se 
re lac ion an  por operaciones a lgéb ricas .
En lo que precede y a  hemos tenido ocasión de conside
rar el límite de sumas, diferencias, productos, &?; y, c o 
mo de ordinario hay que hallar el límite de m agnitudes 
variables ligadas entre sí por medio de tales operaciones, 
es  preciso demostrar los siguientes

TEOREMAS
I. E l  lím ite de una suma algébrica de funciones, 

e s  ig u a l  á  la  su m a a lg é b r ic a  de los lím ites de l a s  funciones.

D ecim o s que
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lím. [ f ( x ) i f 1( x ) i f 2( x ) i - - - -] —

lím. f  (x)±lím.f1(x)±lím .f2( x ) ± -----

Demos".— Si

l ím .f[ x ] = a ,  lím .fj[x]= b , lím.f2[x"]rzc,. .  . .

se verificará en las cercanías ó antes del límite [n? 35, 
lona]

f [x ]— a ± a , fd[ x ]—  brh/3, f2[ x ] — c ± y , ------ ;
luego

f [ x ] ± f i [ x ] ± f 2[ x ]±  . . .  - = [ a ± a ] ± [ b ± t f ] ± [ c ± / ] ± . . . .  

= [ a + b ± c + . . . . ] + [ a + 3 ± . . . . ] ;

por tanto

lím .[f(x)± f1[x]-j-f2[ x ] ± ------] = l í m . [ ( a ± b ± c ±  . . .  . ) +

(a di 3d i / d i - . .  - ) ] = a ± b ± c ± . . . .

[2] — lím.f[x] di lím.£,[x]di lím.f2[x]d t.  - - -

L. O. D. D.
Y a  se sabe que

lím .(adiddi/di^di. . .  . ) = o ,
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por el mismo lema.

I I . — E l  lím ite de un producto de funciones, e s  ig u a l  a l  
producto de los l ím ites de l a s  funciones.

D e b e  ser

lím.[f(x).f1[x].f2[ x ]  ]= l ím .f (x ) . l ím .f1(x).lím.f2( x ) -----

D e m o s" .— S i

l ím .f[ x ] = a ,  lím.f1[ x ] = b ,  lím.f2[ x ] = c  ,

de conformidad con el lema anteriormente citado, se v e 
rificará en las cercanías ó antes del límite,

f ( x ) = r ± x ,  f ^ x ^ b i ? ,  f2[ x ] = c ± y , ------ ;

por tanto

f[x].f1(x).f2( x ) ----- = ( a ± x ) ( b ± ? ) ( c ± y ) ------

= a . b . c ------± a .(3.y- - - .ázb.a.y. - - -ázx.fi.y - . . . ;

y, como en el límite son a,(3,y  cero, resulta

[3] lím.[f(x).f1(x).f2( x ) ------] = a . b . c ------ =

lím.f(x,).lím.fí [x].lím.f2[ x ] . . . .

L. Q . D. D.

I I I . — E l  lím ite de un cociente de f  unciones, e s  ig u a l  
a l  cociente de los  l ím ites de l a s  m ism as .
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Es

lím .[f(x) : f ^ x j j^ í m . f í x )  : lím .f,(x) [4]

Demos".— S i

l ím .f[ x ]= a ,  y  lím.f1[ x ] = b ,  

antes del límite será [n? 35, lema],

f [ x ] = a ± a ,  y  f1( x ) = b ± í ;

por tanto
_ a /3

f(x) a   a , 1 b

f,[x] b± 3  b b +  3 ’

pero en el límite el numerador de la segunda fracción es 
cero, por serlo a y ¡3-, luego

lím f (x ) _a _  lím.f(x)
^ (x) b lím .f,[x]‘

L. O . D . D.

I V .— E l  lím ite de una potencia de funciones, e s  ig u a l  
al  limite  de la  b ase  e levado a l  límite del exponente.

D e b e  ser

/ £[x] \ lím.fi(x) r
lím.\í^x] / = lím . f(x) L5 J

D em os" .— S i

lím .f[x]= a, y lím .f, fx ]= b ,



LI1ÍR0 I. FUNCIONES 2 0 9

y por esto, de conformidad con el lema del n? 35, 

f[x]— a±oc, y  f , [ x ] = b ± j 3;

tendremos
f,[x] b± 3

f[x] — (a± a) ;

y tomando los logaritm os de esta ecuación,

/ f4(x)\ / b ± ,3\
logA ffx)  / = l o g .\ ( a ± x )  / = ( b + 3) . lo g .[a ± a ] ,

/ J fi[x] l \
l ím .y o g .  ( f(x) i / = b . lo g .a ;

por tanto antes 'del límite

(
log. \f(x j  / = b . lo g .a + S .

S i es B la base del sistema de logaritm os que con
sideramos, será log. B = i ;  y  como

sera
á = i . & = l o g . B . á  ó á.log.B,

r fiWi
log-Lf[x] J=b.log.a+<üog.B .

— log- [ a  -B ] ;

luego, no considerando los logaritmos,

f((x) b £ 
f(x) = a  .B ;
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y  por esto en el límite,

R x n  r  b  a-
lím. [ f(x )  ] = l í m .  L i  B J  

= l í m . [ a b].l ím . [ b ¿]

b o 
= a  .B

b lím.f,(x)
=a = lím .f(x )

L. O. D. D.

(  Continuará)


