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D IS C U S IÓ N  G E N E R A L  S O B R E  E L  E M P U J E  A C T I V O

§ 5

Forma de la fractura producida por el empuje activo

Por ahora no hai'emos restricción alguna respecto de la in 
clinación de la pared, ni de la superficie superior en que las tie
rras terminan, ni de su peso específico, ni de las relaciones que 
existen respecto del roce y de la cohesión, por manera que to
das estas circunstancias se toman en toda su generalidad. S ó
lo supondremos que el muro de contensión tenga por paramen
to interior un plano y que su hnse sea perfectamente sólida, no 
pudiendo el muro resbalar sólo sobre ella ni juntamente.

Si un muro A B  (fig. 9) sufre un empuje por los materia
les amontonados tras de él, es á causa de separarse en el terre
no unas partes de otras, debilitándose su coherencia mutua, de
bida al rozamiento y á la cohesión, de donde el peso es la úni
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ca causa activa de la separación. Así se forma un cierto príst
ina de tierras A B Z  que se separa de las demás, el cual por su 
peso X  tiende constantemente hacia abajo y por esta tendencia 
produce el empuje lateral contra la pared.

Cuando el roce y cohesión son cantidades invariables, co
mo lo suponemos y como debe suceder con el tiempo, dicho 
prisma A B Z  tendrá no solamente un peso invariable y una 
configuración cierta y determinada, sino que será también tan 
grande como es posible bajo las circunstancias dadas del roce 
y cohesión. El empuje actual que el muro sufre ó que sufrirá, 
por lo menos con el tiempo, y que debe calcularse para deter
minar, las dimensiones convenientes del muro, se produce por 
el prisma que causa el máximo empuje posible y que se llama 
prisma del máximo empuje.

Así pues, para determinar el empuje actual ú que debe resistir 
una pared, se t iene que buscar el prisma del máximo eprpuje, es de
cir que de todos los prismas que pueden separarse de la masa, se de
be buscar el que es capaz de producir el máximo empuje bajo las 
circunstancias dadas de cohesión y rozamiento.

El problema sería mucho más sencillo, si conociésemos la 
forma de la línea A Z  por donde la masa amontonada tunde á 
henderse. Esta línea ó superficie, aunque es verdad, que debe 
tener una forma regular, cuando la superficie B Z  es un plano, 
según se ha demostrado últimamente por métodos rigurosos de la 
mécánica;  no obstante, en la suposición contraria, no ha sido 
hasta ahora posible determinar su forma exacta, ni aun si será 
recta ó curva. Sin embargo la experiencia constante nos ase
gura que en los más de los casos prácticos es admisible la hipó
tesis de que la fractura siempre se verifica según un plano perfecto, 
cuando la musa consta de partes homogéneas, hipótesis que todos 
los ingenieros hasta el día la admiten y toman por fundamento 
de sus cálculos.

§ 6

Dirección d e l  ce  p ije  y de ¡a resistencia qne la pared 

debe ejercer

En todos los cálculos que se siguen, suponemos que la lon
gitud de la pared y de las masas que están detrás, es perpendi
cular al perfil ó sea á la cara del papel, contándose esta longi
tud siempre desde la base A  del perfil, y  siendo igual á la uni
dad que es el metro.

Por el empuje que los materiales del relleno ejercen, sufre 
cada parte de la pared (fig. 10) una presión woraaHnfinitamen- 
te pequeña, á la que debe resistir con igual intensidad y direc
ción. Todas estas fuerzas infinitamente pequeñas y paralelas
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entre sí se componen formando una resultante D de finita in
tensidad y dirigida en el mismo sentido, normalmente á la cara 
interior de la pared.

Además, se desprende un roce entre la pared y las tierras, 
el cual dirigido de abajo hacia arriba paralelamente al plano 
interior del muro, resiste al movimiento que tiende á verificar
se en la masa; y aunque sea infinitamente pequeño el roce en 
cualquiera parte infinitésima del muro, su suma ó el rozamien
to total R  será cantidad finita y se dirige también de abajo ha
cia arriba en toda la extensión de la pared.

El punto de aplicación M ( fig. 11) es siempre común para 
cualquier elemento de resistencia (l y para el roce r causado por 
este mismo elemento. Si designamos por ¡i el coeficiente de 
este rece y por ¡> el ángulo de roce que corresponde, cendremos

í  =  ;>.. d 

tang ¡> =  ~ =  ¡i

de donde se sigue que la resultante <? se desvía de la presión 
normal d con un ángulo que es igual al del roce. Como el coe
ficiente del roce es idéntico por toda la superficie en donde la 
pared y k s  tierras se tocan, será también f> idéntica cantada ! 
en todos los puntos del muro; luego serán paralelas entre sí 
también todas las resultantes d para cada punto, las cuales, 
(fig. 12) por ser paralelas, componen una resultante oblicua -í 
de la misma dirección. Cuando ésta se resuelve en una fuerza 
normal y otra paralela á la pared, estas componentes serán 
idénticas á 1) y R  de la fig. 10.

Tenemos -¡ =  D =  - d y R  =  - r ,  y el punto de apli
cación es común para estas sumas. Además el ángulo com
prendido entre D y -i es =  [> (fig. 13), resultando

R  =  I) tang ¡> (■>)
E  =  J  sen f> (6)

I- D  -  K
eos ¡> sen ¡>

D =  J  eos ¡> (3)

El empuje total de las tierras, según esto, debe tener una 
resultante J' igual, pero opuesta, á A

Ténganse aquí presentes las siguientes advertencias:
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1? Tomaremos siempre el empuje normal D como canti- 
dad variable que dependa de todas las demás dadas y especial
mente del peso y de la configuración del prisma del empuje.

2? Este prisma del empuje que puede ser el del máximo ú 
otro se supone hallarse en el estado de equilibrio lábil, en que em
pieza á desprenderse de los demás materiales del relleno Cla
ro está que á cada prisma distinto se debe oponer otra resisten
cia D para que dicho estado de equilibrio lábil se verifique.

o? En este mismo estado, el rozamiento que puede des
arrollarse, todo se emplea en oponerse al movimiento actual. 
Así, pue.s, los coeficientes del roce

f =  tang ¡i -  tang p

siempre se cuentan con todo su valor. Si en alguna parte el 
roce es menor que en otra, será la consecuencia de menor pre
sión y no de taita de absorción del roce.

i ?  Bajo las suposiciones expuestas sucederá que para un 
menor prisma, cuyo empuje no basta para separarlo de la otra 
masa, el valor D de éste salga negativo; porque no hallándose 
en el equilibrio lábil, sino pegado con cierta coherencia á las 
demás tierras, este prisma no ejerce empuje positivo ninguno 
contra la pared, y se le debería añadir además otra fuerza acti
va, sólo para que su acción contra el muro sea igual á cero. 
Esta cantidad que le falta es entonces su empuje negativo. 
Para un valor D negativo sale también negativo el rozamiento 
di en la pared, conforme á la ecuación (ó). Aunque este caso 
sea tan sólo imaginario, este método de considerar el empuje 
ayudará mucho mucho para hallar sus leyes.

5? Finalmente, por lo que toca á la aplicación práctica, el 
roce verificado en la pared nunca se tomará con un valor que 
sea mayor que la suma del roce y cohesión que tienen lugar en 
la masa cercana á la pared. Porque si el roce en la pared es 
mayor que la última suma, las tierras no se separarán de la pa
red A F  (fig. 14-), sino que se romperán según una línea ab, que 
está á pequeñísima distancia, paralela á A F , porque allí la re
sistencia es menor. Esta condicióu puede señalarse por la des
igualdad que

debe ser -p -<  fD  +  JhH- (9)eos e

en donde /  designa el coeficiente del roce en él iffifcerior de la 
masa y 0 la intensidad de su cohesión por metro cuadrado. 
Corno R  =  D tang p y f  =  tang ¡i, la relación (ó) se podrá es
cribir también en la forma
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, , CH C 1 '
!l ■< £ +  n   i—  D eos £ J

Así pues, hallándose alguna vez el valor de p ó ft mayor 
que el marcado en el segundo miembro de estas desigualdades, 
sólo se les atribuirá en el cálculo este último-

§ 7

Fuerzas que acttían ea el equilibrio lábil de uu prisma 

de tierras, terminado por naa fraetnra plana

Sea A F  la cara interior de la pared (fig. 15), F K  la su- 
perficie superior de las tierras, A K  el plano supuesto del rom
pimiento.

Las fuerzas que se equilibran, son

la fuerza normal D, ejercida por la pared y que
equivale al empuje normal...............................  D

el roce sobre la misma pared.......................... . - . ......  R
la fuerza normal á la fractura A K ..........................  V
el roce á lo largo de esta misma fractura.............. r
la cohesión también según la misma......................  O
el peso del prisma A F K ............................. ............... X

Además sean el talud natural-...............   A J
el ángulo del talud natural........................................ ft
su complemento............................................................ «
el ángulo entre la ruptura y el talud natural. . . .  <p

Las fuerzas D y  E  componen la resultante A} que es la
resistencia oblicua del muro y forma con D el ángulo p del roce.

E l roce desprendido en el plano A K  es r =  V .tan g  /3 (1),. 
porque /? es el ángulo del talud natural y por consecuencia el 
del rozamiento en el interior de las tierras. V  y r componen 
igualmente una resultante W , y el ángulo comprendido entro 
V  y W  será el del roce /?.-

A sí es que no tenemos más que las cuatro fuerzas

A, w ,  C, X .

Por lo que* toca á C, ésta se expresará por

C =  c .S (11)
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si c designa la coliesión por metro cuadrado en kilogramos, y si 
S  es la longitud del plano A K .

Cada una de las fuerzas A} W , C si se resuelve en sus 
componentes horizontales y verticales, tendremos

A' = co s  ( A p - e ) ) W '  = W s e n f  \ C' = C s e n ( « - f )= c S s e n  {a-<p) 
A" ;=sen (Ap— e) W " = W  cos f  ̂C "= C  cos(a—f ) = c S  eos (« —<p)

A  éstas se añade la fuerza vertical X .

§ 8

Fórmula geueral para el equilibrio del mismo prisma

E l equilibrio lábil exige que sea igual á cero tanto la suma 
de las fuerzas horizontales como la de las verticales:

Af -  W ' +  C' =  0 
X  -  A" -  W "  -  C "  =  o

Cuando se sustituyen los valores arriba notados, se tienen 
las dos ecuaciones:

A eos (p — s) — W  sen <p +  c S sen (« — <p) =  0 
X  — A sen (p — e) — W  eos tp — c S eos (a — <f) =  0

Para eliminar la incógnita W , multipliqúese la primera 
ecuación por eos <p y la segunda por sen <p, y hecho esto, réstese 
la primera do la segunda. Sale

X  sen <p — A [eos <p eos (p — s) +  sen <p sen (p — s ) ]
— c S [sen <p eos ( «  — <p) +  eos <p sen ( «  — <p) ] = 0

ó bien cuando se reducen los grandes paréntesis

X  sen <p — A eos (<p +  e — p) — c S  sen a =  0

de donde se puede sacar el empuje oblicuo,

j  _  X  sen tp — c, S sen a ,<0>
eos ( <p +  e — p )

E l empuje normal es D =  A eos p ; luego
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T-w eos p ( X  sen f  — c S  s e n « )  n o ,
JJ ---------------- 7 ¡ :eos (<p+  £ — (')

En donde las cantidades constantes y dadas son la cohe
sión c, el1 talud natural que se expresa por «, la inclinación de
la pared £ y el ángulo del roce <> para la pared. E l prisma va
ría con el ángulo <f, así que X  y S son cantidades variables que 
dependen de este ángulo, que es la sola variable independiente.

Empuje actual contra la pared

El empuje actual que la pared sufre es el más grande po
sible; luego se hallará por el valor máximo que la ecuación (13) 
suministra:

, , n  , eos p ( X  sen <p — c S  sen a) ... .empuje actual D — max. -— 1—   ;— f  r------  (1-1)
eos ( <p +  e — ¡>)

Tal máximo debe siempre darse, sea cual fuere la forma
de la superficie superior y la intensidad del rozamiento y de la 
cohesión. Porque si y crece suficientemente, se disminuirá el 
peso del prisma hasta el límite cero. Por otra parte, si tp se 
disminuye hasta cero, el plano A K  coincidirá con el talud na
tural, y aun podrá recibir una posición menos» empinada, y cla
ro está que entonces el empuje se hace otra vez igual á cero. 
Entre estos dos valores iguales á cero hay valores positivos, y 
por lo tanto también un máximo.

Sin embargo, como la f  rmula (.14) contiene una diferen
cia en el numerador, podría suceder que todos los valores de D 
fuesen negativos, para lo que bastaría un valor grande de la co
hesión c. En este supuesto el muro no sufre ningún empuje 
actual, sosteniéndose las tierras por su sola cohesión. Con c =  0 
desaparece dicha diferencia, resultando que entonces siempre 
debe encontrarse un máximo.

Para determinar el valor máximo de D, es conocido que so 
debe resolver con respecto á <p la ecuación

dP 
d f — 0

y el valor de <p así encontrado y sustituido en la ecuación (14) 
conduce al máximo de D. Además, para que este valor de I) 
sea verdaderamente un máximo y no un mínimo, el segundo 
cociente diferencial tiene que ser negativo. Pero de esta últi
ma diferenciación nos podemos dispensar, pues según hemos di
cho se sabe que D tiene un máximo.
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§ 9
f

Aplicación <lc ía fórmula ;í !cs líquidos

Y a queda dicho que la fórmula del empuje producido por 
las tierras debe proporcionar la de la presión lateral de los lí 
quidos, á cuyo fin hasta poner

p =  0, ¿3 =  0 ó «  =  90°, c — 0.

Por estas sustituciones las relaciones (12), (13) y (5) so con
vierten en

D =  J =  -  X  s^ f  (a)
COS ( £ +  (p )

R  =  0 (b)

E l último resultado que expresa el rozamiento en la pared, 
es evidentemente verdadero. En la ecuación que precede, se 
deberá sustituir el valor del peso X  de cualquiera prisma y en 
seguida determinar el máximo. A  este fin basta la suposición 
de una superficie horizontal, pues ésta es el nivel de un líquido 
y corresponde á la condición /? =  0 y «  =  90°.

Sea A F  la pared, A F K  un prisma cualquiera (fig 16).
Tendremos

X  =  g .  a  A F K  =  £ g .  A B . F K  
=  J g H ( B K - B F )
=  l  g H 2 ( cotg <p — tang £)

=  ¿ H 2 g g ? J í± g )
cos £ sen <p

Este valor sustituido en (a) hace resultar
IT2D =  * g - —  (c)

b cos e
por el empuje normal de cualquiera prisma de un un líquido so
bre la pared del recipiente. Esta presión se manifiesta ser in
dependiente de f ,  de manera que siempre queda invariablemen
te la misma, sea cual fuere la dirección que se dé al plano A K . 
Buscando ahora el máximo de D en cuanto depende de <p, no 
existirá más, puesto que la expresión de D en la fórmula (c) no 
depende de este ángulo: esto es que cualquier prisma imagina
ble del líquido produce el máximo de la presión lateral. Final
mente la ecuación (c) así hallada, es perfectamente idéntica á 
la que hemos encontrado más arriba en la relación (4).

Así pues, las leyes del empuje producido por las tierras, so 
verifican aplicándolas á la presión lateral de los líquidos.

Continuará.


