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problema. Determinar las trazas de una recta da-
da por sus proyecciones.

Resolucion. EIl punto donde la recta toque en uno
de los planos de proyeccion, tendra la proyeccion de
igual nombre en el mismo punto (n? 32, Ill); y como la
proyeccién sobre un plano de una linea cualquiera es el
lugar geométrico de las proyecciones de todos sus pun-
tos (n? 36), se hallar4d ademas, esa proyeccidn, en la pro-
yecciéon de la linea situada en el plano que se considera;
y por lo recordado [n? 32, II1], el punto tendréd la pro-
yeccion de nombre contrario en la linea de tierra; pero
esta proyeccion, por igual motivo, estara también en la
proyeccion de la recta situada en el otro plano; luego se-
ra el punto comun 6 el en que se corten la segunda pro-
yeccion de la recta y la linea de tierra, determinando las
dos proyecciones del punto una linea perpendicular & la
altima (n? 28, Teor.) Por lo expuesto las trazas de una
recta dada, se fijan en virtud de la siguiente
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regla. Prolonguese si es necesario una de laspro-
yecciones hasta cortar la linea de tierra, y en este punto
levantese una perpendicular @ la misma linea, que en-
cuentre con la proyeccién de nombre contrario, prolonga-
da si es menester: elpunto de encuentro es la traza del
nombre de esta proyeccion.

Se ve asi en la figura 15, Il, que la perpendicular
4la LT mediante la a’b’, da la traza horizontal h-!i, 6 del
nombre de la ab\ y, por medio de ésta, la perpendicular &
la misma LT, la traza vertical v-v 6 del nombre de la a'b"
por suponerse pues, el segmento HV de la recta situado
en el diedro principal, la parte de linea & la izquierda de
h—h\ se la ha dibujado, de conformidad con lo estableci-
do en la Notacidén, mediante puntos, pues que esa parte,
atravesando el plano horizontal en h-li, se hace invisible
en el diedro cuarto; lo mismo vale para el segmento del
segundo diedro desde v-v a la derecha; pero las pro-
yecciones del segmento HV que es visible, se han re-
presentado de linea llena 6 trazo continuo.

45. DIFERENTES POSICIONES DE UNA RECTA DEL ES-
PACIO,— Puede tener respecto de los planos de proyec-
cion en perspectiva, las posiciones que se indican en el
siguiente
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CUADRO
Nneo e
pEdaEs
Oblicua & los planos de f no cortandola,.............. 4
proyecciéony a la linea de <cortan- (de cualquier modo,2
tierra, (dola  \enlosplanos bisect.l 4

al plano horfzoptally § encima del herizontal, 1
obﬂcua al verti{]:al / i n el fiorizon gl """"""""""""" %

) debajo del horizontai 3
a  al plano vertical y o- delante del vertical, a1
- - en el vertical......cccovennn. 1
8 blicua al horizontal detras del vertical.................. 1
a fgenerales...ccooevvnnciiinrinnn, 4
j en los planos bisectores.... 4
ala lineadetierra..  en las cuatro regiones de ) »
los planos de proyeccion )
7en la linea de tierra.............. 1 13
(delante del vertical,.............. 1
Is al plano horizontal.. <en el vertical.......c..ccoceeoeneee. 1
5 ( detréas del vertical.................. 13
¢l encima del horizontal,.......... 1
al plano vertical.... en el horizontal.................. 1
debajo del horizontal............. 13
. 45 foblicua 4 los planos
|<D|I { | bisectores
I g <
e D perpendiculares & 4 g
. . . éstos }m
4 la linea de tierra..

c a de cualquier modo--2
|]o Un los planos bi- P 4
§ N (sectores '

Total de las posiciones diferentes............. 45

46. POSICION EN DESCRIPTIVA DE LAS PROYECCIO-
NES DE UNA RECTA.— Como en el caso del punto [n? 32],
principiaremos con
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| Las posiciones generales. A') Oblicua a los planos de

proyecciony a la linea de tierra: i" sin corlarla. Se
manifiesta una de las posiciones de esta clase en la figu-
ra 15, I: los planos proyectantes, ya respecto del hori-

zontal, ya respecto del vertical, forman un diedro cual-
qguiera con el otro plano de proyeccién; de aqui es que
el angulo rectilineo correspondiente [n? 26, nota a la
Consecuencia 2*], formado por la interseccién del diedro
con el horizontal en el primer caso, 6 con el vertical en
el segundo, y cuyos lados son la linea de tierra y una de
las proyecciones de la recta, tenga un valor cualquiera,
obtuso 6 agudo. En otros términos: las indicadas pro-
yecciones tienen en este supuesto una direccion oblicua a la
linea de tierra sin cortarse en ningln punto de ella; pues
que por no hacerlo esta linea y la recta del espacio, los cua-
tro planos, & saber, los dos proyectantes y los dos de
proyeccién, no pueden tener ningln punto comun.
Como de conformidad con lo dicho en el n? 45, el
segmento HV comprendido entre las trazas puede hallar-
se en el diedro 1?, 2?, 3? y 4?, resultan las cuatro posicio-
nes indicadas en la figura 16: el dibujo 2? resulta, por-
gue la recta, atravesando de izquierda & derecha la parte
superior del plano vertical, se hace visible en el diedro

AS; y el 42, porque atravesando en el mismo sentido la
parte anterior del horizontal, se hace igualmente visible
en ese diedro,

2?, cortandola. Vale para el actual lo dicho en el
caso anterior, respecto de los dngulos diedros que forma
cada uno de los planos proyectantes con uno de los de
proyeccién; como sobre el mayor é6 menor valor, agudo
U obtuso, del angulo rectilineo determinado por la inter-
seccion del diedro con el otro plano de proyeccién; por
lo que las proyecciones de la recta tienen una direccién
oblicua a la linea de tierra, cortdndola en un mismo punto. Lo
altimo porque, en virtud de cortarse la recta del espacio
y la linea de tierra, el punto de encuentro é6 comudn, lo
sera también de los planos proyectantes; de aqui que el
plano horizontal de proyecciéon, pasando por la linea de
tierra, pase por ese punto; y asi, que pasepor el mismo
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la interseccion de este plano con el proyectante respecto de
la proyeccion horizontal de la recta ¢ sea esta proyeccion;
y por igual causa, que pase también por el punto indicado
la proyeccion vertical de la recta.

En tal supuesto, la recta se dirige del diedro prime-
mero al tercero, y, del segundo al cuarto; por lo que las
proyecciones en descriptiva seran como las representa la
figura 17: en el dibujo 1?, que corresponde & lo primero,
las partes punteadas, prolongaciones de las llenas, se ha-
llan, como éstas, en cada diedro, & distinto lado de la Ii-
nea de tierra, formando 4ngulos agudos U obtusos con la
misma; en el 2?, que corresponde a lo segundo, las pro-
yecciones, totalmente dibujadas de puntos, se hallan, en
cada diedro, al mismo lado de la linea de tierra.

B). Cortandola, pero oblicuamente, en los planos
bisectores. Se determinan las posiciones en virtud del
siguiente

lema. Las proyecciones de una recta situada en el
plano bisector de uno de los diedros, peto que corta obli-
cuamente la linea de tierra, hacen oon ésta angulos iguales.

Si LTD [fig. 18] es el plano bisector del diedro
XLTY, plano en el cual esta la recta AB que corta obli-
cuamente en B la linea de tierra LT, siendo aB, a'B las
proyecciones de la recta; tiene de verificarse

<ba0Baza0Ba’

Demostracion, Pues, por lo visto en el Lema del n? 32,
Il, un punto situado en el plano bisector de un &ngulo
diedro, equidista de sus caras: asi, que todos los puntos
déla linea AB equidisten de XLT, YLT, equidistancias
gue, como se sabe, se miden por las perpendiculares ba-
jadas de esos puntos & estas caras; y asi que losmoies de
ellas, cuyos lugares geométricos son las aB, %sean
las proyecciones de la recta AB; luego por ser tridngulos
rectdngulos que tienen la hipotenusa comdn y un cateto
igual por el mismo Lema, es

AABa=ABa’, 6 Ba=Ba;
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y también, por tener tres lados respectivamente iguales,
resulta

ABaOa= Ba0a'; luego <ja@a= alOBa’
L. O. D. D.

Esto supuesto, y considerando la figura 18 en reba-
timiento, vale para la representacién de las proyecciones
de la recta AB todo lo dicho en el caso A), 2?, esto es:
una recta situada en los planos disectoresy que, cortando
oblicuamente la linea de tierra, se dirige del diedro 1? al
3?, tiene las proyecciones a distinto lado de esta linea,y
forman con ella &ngulos iguales; pero si la direccion es
del diedro 2? al 4?, 6 viceversa, dichas proyecciones, por la
igualdad de los angulos indicados, se confundiran en
una. sola.

Tales posiciones son las que se representan en la fi-
gura 19: el dibujo primero lo es de la recta que va del
diedro 1? al 3?: las partes llenas se refieren al segmento
visible, por hallarse en aquél; y las punteadas, al invisi-
ble, por estar situado en éste. EIl dibujo 2? lo es de la
recta dirigida del diedro 2? al 4'' 6 viceversa, pero invisi-
blemente. . '

Il Posiciones particulares, A ) Paralela & uno de los
planos de proyeccion: 1?, al horizontal, pero oblicua al
vertical. Como, la distancia 0 altura de un punto sobre
el plano horizontal es igual & la distancia que hay de la
proyeccién vertical & la linea de tierra (n? 26, Consc. 3?);
por ser la recta paralela a ese plano, todos los puntos de
ella tendran sobre él la misma altura; luego todos los
puntos de la proyeccién vertical de la recta distaran
igualmente de dicha linea: quiere decir que ta proyeccién
vertical esparalela & la linea de tierra; Pero, como el
diedro formado entre el plano proyectante respecto del
hojazontal y el vertical de proyeccidn, tiene un valor cual-
quiera, el rectilineo correspondiente, producido por la in-
terseccién del plano horizontal, cuyos lados son la pro-
yeccion horizontal y la linea de tierra, tendra también un
valor cualquiera; en otros términos: la proyeccion hori-
zontal es oblicua & la linca de tierra.
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Por lo visto en el cuadro, la recta del espacio puede
tener tres posiciones, que son: encima del plano horizon-
tal, en este plano y debajo del mismo: de aqui que sdélo
cambie en los tres casos, como lo manifiesta la figura 20,
la posicién de la proyeccion vertical, gne estard encima
de la linea de tierra en el prjmero. como lo indica el di-
bujo 1?; en esta linea, en el segundo, como lo indica el
dibujo 27 y por debajo de la misma en el tercero, como
indica el dibujo 3? En el segundo caso, para significar
que la proyeccion se encuentra en la linea de tierra, se
ponen unos pequefios trazos & corta distancia sobre dicha
linea; y en el tercero, las proyecciones se dibujan de
puntos, por hacerse invisible la recta del espacio.

2? Paralela al vertical pero oblicua al horizontal.
Con solo cambiar horizontal, plano horizontal con verti-
calplano vertical el razonamiento precedente manifies-
ta que la proyeccidén horizontal es paralela a la linea de
tierra; y la vertical oblicua & la misma.

Los dibujos 1?, 2?2 y 30de la figura 21 se refieren a
los tres casos que pueden ocurrir, segin que la recta se
halle delante del plano vertical, en este plano y detréas
del mismo: en el primero la proyeccién horizontal estaréa
debajo de la linea de tierra; en esta linea, en el segundo;
y encima de la misma, en el tercero; todo de una mene-
ra andloga & lo explicado respecto de la figura 20.

resumen Lo dichoen.los dos:.casos precedentes
puede expresarse diciendo: que Si una recta es solamen-
te paralela a uno de los planos de proyeccién, la proyecién
de nombre contrario resulta paralela & la linea de tierra:
y la del mismo nombre, oblicua.

B) Paralela & la linea de tierra.. Este caso,
mo aparece del cuadro, se subdivide en los siguientes:

1? Posiciones generales. Razonamos entonces de la
siguiente manera: como se sabe, que “Si una recta es
paralela & otra situada en un plano fuera de aquélla,
es también esa recta paralela & este plano;” en el caso que
estudiamos, la recta del espacio tiene de ser, & un tiem-
po, paralela & los planos horizontal y vertical de proyec-
cion, por serlo & la linea de tierra situada al mismo tiem-
po en estos planos; y como se sabe igualmente, que “Si

Cco-
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por una recta paralela & un plano se traza otro secante,
la interseccion de los dos es paralela & dicha recta;” re-
sulta, que las intersecciones de los planos proyectantes
de la recta del espacio, con los planos de proyeccién, 6
sean las proyecciones de la recta, son paralelas & ésta;
luego son dichas proyecciones paralelas a la linea de
tierra.

En esta virtud, como se ha hecho en los dibujos de
la figura 22, quedaran representadas las proyecciones
con sOlo trazar dos rectas paralelas & la linea de tierra:
si la recta se halla en el diedro 1? 6 en el 3? estaran las
proyecciones a distinto lado de la linea de tierra: la ho-
rizontal por debajoy la verdial por encima si se trata
de aquél; pero inversamente si se trata de éste; mas, si
estd en el diedro 2? 6 en el 4? se encontraran las proyec-
ciones al mismo lado de la linca de tierra: ambas por
encima respecto de aquél, 6 por debajo réepecto de éste.
Lo dicho se ve en los dibujos 1? y 3? en el primer caso,
2? y 4?7 en el segundo.

2? Posiciones de los planos bisectores. En este su-
puesto, por ser la recta paralela & la linea de tierra, se
verifica lo demostrado en el caso precedente; pero como
la recta se halla también en los planos bisectores, de con-
formidad con el Lema del n? 32, Il, las proyecciones
equidistaran de la linea de tierra. Por tanto, Si se halla
en el diedro 1? & 3? estaran las proyecciones & distinto la-
do de dicha linea, pero a igual distancia de la misma:
la horizontal por debajoy la vertical por encima, si se
trata de aquél; pero inversamente si se trata éste; y si
se halla en el diedro 2? 6 en el 4?, las proyecciones se con-
fundiran en una sola por encima de la linea de tierra
considerado aquél, 6 por debajo respecto de éste. Lo dicho
se ve en los dibujos 1?7y 3?, 2? y 4? de la figura 23.

3? Posiciones en los planos deproyeccion. Si ademas
de ser L recta paralela & 'a linea de tierra se encuentra
en uno de los planos de proyeccién, por no distar nada
del plano donde esta, serd ella misma sa proyeccién de
igual nombre en este plano; y como la distancia 6 sepa-
racion de una recta respecto de un plano & que es para-
lela, se mide por la distancia de su proyeccién de nom-
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bre contrario 4 la linea de tierra, tal proyeccion se halla-
ra en esta linea. Segun que la recta se encuentre en la
regién anterior del plano horizontal, 6 en la superior del
vertical, 6 en la posterior de aquél, 6, en fin, en la infe-
rior de éste, resultan los dibujos 1?7, 2?, 3? y 4? respecti-
vamente, de la figura 24.

4? Posicion en la linca de tierra. Por cuanto la
recta se halla en la interseccién de los dos planos de pro-
yeccién, estara en el horizontal y vertical a un tiempo:
como se encuentra en el horizontal, la proyeccién verti-
cal, por lo visto en el caso anterior, se hallara en la linea
de tierra; y por encontrarse la recta en el plano vertical,
la proyeccién horizontal se hallara en la misma linea.
En otros términos: si la recta del espacio se encuentra en
la linea de tierra, en la misma, confundidas en una 6
coincidiendo, se hallardn sus proyecciones. Esto se sig-
nifica en la figura 25 con dos pequefios trazos por enci-
ma y debajo de la linea de tierra, y en los extremos de
las proyecciones, suponiendo finita la recta.

C). Perpendicular al plano horizontal. En este
supuesto, la proyeccion del mismo nombre ¢ sobre este
plano sera un punto: el de interseccion de la rectay el
plano horizontal (n? 38, Excep. r?); y como el plano
proyectante respecto del vertical, 4 mdas de ser perpen-
dicular & éste, lo es al horizontal de proyeccion, por ser-
lo, segun lo dicho, la recta por donde pasa, cortandose
pues, el proyectante y el vertical, perpendicularmente al
horizontal, la interseccién sera perpendicular al mismo;
y por esto, & toda recta que, como lo linea de tierra, pa-
se por el pie de aquélla, en este plano. En otros térmi-
nos: la proyeccidn vertical de la recta es otraperpendicu-
lar & la linea de tierra.

Como, por lo visto en el cuadro, la recta puede te-
ner tres posiciones: el dibujo 1? de la figura 26 lo es pa-
ra cuando estd delante del plano vertical: la proyeccion
horizontal ab se encuentra en la prolongaciéon de la ver-
tical a'b' por debajo de la linea de tierra; el dibujo 22,
para cuando esta en el plano vertical: la proyecciéon ho-
rizontal ab es el pie de la ab' en dicha linea; finalmente,
el dibujo 3?, para cuando estd por detras del plano verti-
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cal: ab, por encima de la linea de tierra, coincide con un
punto de la proyeccién vertical ab'.

D). Perpendicular al plano vertical. Vale todo lo
dicho en el caso precedente cambiando las palabras hori-
zontal, plano horizontal con vertical, plano vertical y vi-
ceversa. De io que se infiere: en talposicion, la proyeccion
vertical 6 del mismo nombre serd un punto, el de intersec-
cion de la rectay elplano vertical; y la proyeccion hori-
zontal, una recta perpendicular d la linea de tierra.

Como la recta del espacio puede tener tres posicio-
nes, el dibujo i? de la figura 27 corresponde a lo prime-
ro, & saber: cuando esta encima del plano horizontal, en
cuyo caso la proyeccion vertical a'b' se encuentra encima
de la linea de tierra, y en la prolongacion de la horizon-
tal ab; el dibujo 2?, cuando esta la recta en el plano ho-
rizontal: la proyeccion vertical aV es el pie de la ab en
la linea de tierra; finalmente, el dibujo 3?, cuando se ha-
Ila la recta debajo del horizontal: a'b’, debajo de la linea
de tierra, coincide con un punto de la proyeccion hori-
zontal ab.

E ). Perpendicular & la linea de tierra. Este caso
se subdivide en los siguientes:

D: sin cortarla. Razonamos entonces de la siguien-
te manera: si por un punto de la recta del espacio se
traza una perpendicular & la la linea de tierra; y por el
punto de interseccion;-una-paralela-d aquélla, las lineas,
perpendicular y paralela, determinan un plano perpen-
dicular & la de tierra; luego este plano, en el que se ha-
Ila totalmente la linea del espacio (n? 35, nota 2?), sera
también perpendicular & los dos de proyeccion; y contie-
ne asi los dos proyectantes de la recta del espacio, res-
pecto de cada uno de aquéllos. Luego: losplanospro-
yectantes de la recta, ya respecto del horizontal deproyec-
cion, ya del vertical, determinan 6 son, mejor dicho, un
solo plano perpendicular d la linea de tierra; y asi que
las intersecciones de este plano con los de proyeccion, 0
las proyecciones horizontaly vertical de la recta del es-
pacio, sean pendiculares d la linea de tierra, cortandola en
un mismo punto.

El caso presente es una excepcion de la regla dada



PUNTOS, itEOTAS Y PLANOS 323

en el n? 44, sobre la determinacion de las trazas de una
recta; por lo cual, mientras no se expliquen los métodos
para fijarlas (n.cs 80 y 87), cuando, como ahora, son las
proyecciones perpendiculares a la linea de tierra, supon-
dremos que se conocen dos puntos de dicha recta, prefi-
riendo, como tales, las trazas h-h\ v-v (fig. 28); y como
que la recta aludida, segun lo indicado en el cuadro de po-
siciones (n? 45), puede tenerla cualquiera respecto de los
planos bisectores de los diedros, 6 ser perpendicular & és-
tos planos, resulta que

a): si tiene una posicidn cualquiera, las trazas men-
cionadas distaran desigualmente de la linea de tierra; y
las cuatro posiciones que corresponden & la recta se ma-
nifiestan: en los dibujos 1? y 3? de la figura citada, si el
segmento limitado por las trazas se encuentra en el die-
dro primero 6 tercero: las proyecciones se hallan a dis-
tinto lado de la linea de tierra formando, como ya se ha
dicho, una sola recta perpendicular & la misma linea: por
debajo la horizontal y por encima la vertical en aquél;
pero & la inversa en éste. Los dibujos 2? y 4? lo son si
el aludido segmento se encuentra en el diedro segundo
6 cuarto: las dos proyecciones se confunden en una rec
ta situada a un solo lado de la linea de tierra: por enci-
ma si estd en aquél; y por debajo si se halla en éste.

Nota. Si se considera el segmento en el diedro se-
gundo, la recta, desde v-v '[dib. 2?],"es visible en el pri-
mero: de aqui las partes llenas que se ven en las respec-
tivas proyecciones; lo mismo que desde h-ti, en el die-
dro cuarto [dib. 47].

b): si esperpendicular alplano bisector de un die-
dro cualquiera. Entonces resultara también, que las tra-
zas de la recta equidistan ¢k la linea ce tierra.  Pues que el
plano determinado por la recta, perpendicularmente & la
linea de tierra, produce intersecciones en el bisector y
los de proyeccion que, con los segmentos de la misma
recta, & partir del bisector, forman dos tridngulos rectan-
hulos congruences, porque tienen respectivamente igua-
les un cateto y un angulo adyacente agudo: de aqui que
sean iguales las hipotenusas 6 proyecciones de la recta;
y, por lo mismo, que equidisten las trazas.
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Como en todo lo demés se verifica lo dicho en el ca-
so a precedente, resulta en descriptiva, que los dibujos
i? y 3? de la figura 29 se refieren a la recta, si el seg-
mento limitado por las trazas se encuentra en el diedro
primero: tales trazas 6 h-ti, v-v, formando las proyec-
ciones una sola recta & unoy otro lado de la linea de tie-
rra, equidistan de ella: por debajo la horizontaly por
encima la vertical en aquél; pero a la inversa en éste.
Los dibujos 2? y 4?, si el segmento aludido se encuentra
en el diedro segundo 6 cuarto: las trazas h-h', v-v, con-
fundiéndose las proyecciones en una recta al mismo lado
de la linea de tierra, coinciden en un punto: por encima
si estd en aquél; y por debajo si se halla en éste.

2?. cortandola. Razonamos entonces de la siguien-
te manera: si por el punto donde la recta corta perpen-
dicularmente la linea de tierra, se dirige otra perpendi-
cular también & esta linea, las dos perpendiculares defi m
nen un plano perpendicular a la misma; luego este plano,
en el que se halla totalmente la primera recta, serda por
eso perpendicular & los dos de proyeccién; y contiene asi
los dos proyectantes de dicha recta, relativamente a ca-
da uno de aquéllos. Luego, los planos proyectantes de
la recta, ya con relacién al horizontal de proyeccién, ya
relativamente al vertical, determinan 6 son, mejor dicho,
711 solo plano perpendicular a la linea de tierra; vy asi,
que las intersecciones de ~este ‘plano con los de proyec-
cion 6 las proyecciones horizontal y vertical de la recta
del espacio, sean perpendiculares & la la linea de tierra,
cortandola en un mismo punto.

En el caso presente, al contrario de todos los estu-
diados hasta aqui, quedan de hecho determinadas las tra-
zas de la recta; pues que estan confundidas las dos en el
punto donde la recta corta la linea de tierra, punto por
el que pasan las proyecciones de la recta considerada.
Si & mas de este punto, se determina otro a-a' de la rec-
ta; como puede estar situada, segun lo indicado en el
cuadro (n? 45), fuera de los planos bisectores de los die-
dros 6 en estos planos, resulta que

(Continuara).



