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DEL LIMITE Y PROPIEDADES DE LAS PUNCIONES
CON RELACION A EL

(A) Continuacién de la pagina 210, namero 122

V.—E | limite de una raiz con cantidad radical ¢
indice variables, es Ifiial a otra raiz que tiene por cantidad ra-
dical é indice respectivamente, los limites de los primeros.

Debe ser

’ linf
II . V lim.f[x]
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Demosll— Por el teorema precedente sera

fi[x] -
luego J

"m-Lil[VEwW]=Hmf(x)rm'f][

lim.f1(x)
VIiin-flx)

L. Q. D. D.

Pota— Los teoremas i? y 2? valen solamente cuan-
do las funciones que se suman 6 multiplican son en nu-
mero finito; si este namero fuera infinito, no valdrian.
En efecto, una cantidad constante a puede dividirse en

un nimero o de partes, cada una de las cuales tiene por
£ , L.
valor—; con lo cual el nimero de partes puede ser infi-

nitamente grande, y cada una de ellas infinitamente pe-
guefas; luego, por grande que sea el niumero de partes
y por pequefias que sean éstas, se verificara

lim2—=a; (k)
pero s'i ///«.2%-fuera igual 4 la suma de los limites de

cada una de las partes, siendo

%ﬁm.%=0,
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resultaria

lim.3 6_0’ 6 0X°3;

y nada se sabria acerca del valor de la expresion [K].
Lo mismo vale para la expresion

T i T
L ioJd ,

donde el factor [1-]— debe multiplicarse infinitas ve-

ces consigo mismo. Si pues, el limite de [i+ ~ fuese

igual al producto de los limites de los factores, la expre-
sién tendria por valor 1 ¢ 100, supuesto que
lim.—=0;
a»

y asi no se sabria que
lim.[i+-i-10=271i8 281 828 459 045... ,,

como se probara a poco.

Y
LIMITES FUNDAMENTALES DE ALGUNAS FUNCIONES

41. Funcién entre fiuncioncs.—Estos
limites se fundan en el siguiente

Lema.—Si una cantidad variable se encuentra cons-
tantemente entre otras dos que tienden a un mismo limite,
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también aquélla se acercara a este limite.
Si pues,

ye\aifica

f[x]>f1[x]>f2(x); (@)

I{m.f[x]=lim.f2[x]=A;

debera ser
lim.fl(x) = A.

Nota.— Por la condicion expuesta, estando f,(x) entre
f[x] y f2[x], serd mayor que la Una y menor que la otra
en magnitudes variables descrecientes y de signo contra-
rio, que desaparecerdn con el grado de la aproximacion:
si tales magnitudes variables decrecientes, 6 diferencias,
son, por ejemplo, ay /3 podemos escribir

f,(x]=f[x]—a = f2[x]+/3 [b]

que es una condicion idéntica a la [a], porque se tiene,
evidentemente,

fIxj>f1[x], fi(x)>f2[x];
esto es,

ftxJM ~"xPd”"x).

Demos”.— 1? Se sigue inmediatamente de lo expues-
to en la nota que precede, que acercandose f(x), f2[x) al
lim. A, decrecen hasta desaparecer todos los valores en
que difieren de A tales funciones, hallandose antes del
limite [n? 35, lema]\ luego, en el limite se verificara

lim.a=:lim.,~=o0;

y asi, por [b],
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L. Q. D. D.

2? Segln la idea del limite, f(x) y f2(x) mas y mas
se acercan al valor A; luego mas y mas se aproximan
entre si; por tanto, hallandose fi(x) constantemente en-
tre las dos, éstas mas y mas se aproximan & f,(x); 0, lo
que es lo mismo, f((x) mas y mas se acerca al valor co-
mun de ellas, que es A. Luego

lim.fAx) —A.
42. La bastl<lc lon logaritmos na-
turales.—La serie
I+ i+ X2+ 1X2X 3+ + I1X2X3-n+*

es de grande uso en la analisis, y su limite se designa
por el nimero

e=r27i8 281 828 459 045....

base del sistema de logaritmos neperianos 6 naturales;
pero este namero es también el limite de una expresion
muy importante que ahora nos proponemos estudiar va-
liéndonos del siguiente

Teor.—E | limite de la potencia de unafraccién, cu-
yo denominador es susceptible de alimento indefinido,y el
numerador siempre mayor en una unidad, teniendo la
fraccion por exponente un valor igual al denominador, es
la base del sistema neperiano.

Decimos que debe ser
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lim.(E+~A-1im .(i+~yj=e = 27i8 281 828 459045

11 iX2A"ix2X3"A ix 2X3 ad~~A...A"iX 2X 3--n

Domosll— Distinguiremos varios casos, segin sea O
roi)?s% negativq, gntero Qfr
H[% Q)osmvo Oyz;ntero W
G+ Ry = (i)

expresion que recibe la forma indeterminada 100 cuando
m—Q0 (n? 38, 6?). Si desarrollamos (i+ ! )m aplicando

el binomio de Newton, tendremos

n‘mn— m(m —1)(m —2)
O+ m)” 2 () X % i) 1x 2x 3

m(m —1)(m—2). ... [tn—(n—1)]

IX 2x 3x 4 X n m7
11— ) I['-—1[1-—1
- L 1 111°. mJ mil
1 1X2 [ X2X3 ~
e —pr-=1----ri-— =1
: L
IX2XH3)|(4 g(u ELe \(/d)

como los denominadores de estos quebrados son canti-
dades constantes, los valores de ellos dependen de los
numeradores, que se forman de varias diferencias, cuyos
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sustraendos disminuyen &4 medida que m aumenta; lue-
go cada termino que ocupe un lugar invariable, crecera
con el indefinido aumento de m; y como el ndmero to-
tal de términos crece también, la expresién [d], cuya for-
ma es

) = 2 5%, 1X2X3

by ri—gy— - ] [e]
iX _X3X4 Xn

., ... Jagm
da, para la fraccién [i-] J >el valor

m -J

aunque m tienda al infinito,

Si término & término comparamos el segundo mien-
bro de [e] con la serie [c], resultara, prescindiendo délos
dos primeros, cuya suma es 2,

171-— - - - _
H[ mljll[I m , ,IL[I m]](I m/ v m /
1x2 1X2x3 1X2X3X4 Xn
S 1x2  1X2X3 1X2x3 n tn

porque teniendo los términos de (e) denominadores igua-
les a los de (c), los numeradores de éstos son respecti-
vamente mayores que los de (e);_mas el numerador del
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término general de [e] se aproxima indefinidamente a i
cuando m tiende al infinito; luego en esta suposicién, el
indicado término general de [e] se aproxima indefini-
damente al de [c], y asila diferencia entre los dos puede
ser menor que toda cantidad asignable. EI raciocinio
expuesto vale, por lo mismo, para cada uno de los térmi-
nos de [e] cuando se los compara con los de [c]; luego
todo el primer miembro de la desigualdad [f] se acerca
indefinidamente al segundo déla misma; y puede asi la
diferencia llegar & ser menor que toda cantidad determi-
nada, muy pequefia. Pero el segundo miembro de esta des
igualdad es menor que i; luego lo serd el primero, que, con

el valor 2, da el de la expresio/n (i-j : }m; se tiene pues,

(Ptm) < b

. . y 1N 1
quiere decir que (i-|--—-1 es un ndmero cuyo valor es-

td entre 2y 3, creciendo hasta un término 6 nuamero de
terminado, sin salir del limite que sefialan 2y 3, y sin
recibir valores en ondulacién, como se ve por la con-
tinuidad con que disminuyen los términos de [c] ¢ [e].

Se deduce pues, queen el limite (i+-—j " difiere del va-

lor de [c] en una cantidad menor que toda otra determi
nada por pequefia que sea; 0, lo que es lo mismo, se ve-
rifica

I T
lim.(i{—-) —im.(i-j-—)“z:e—2718 281 828459045....
O. D. L. I?

(Continuard)



