TEORIA DEL EMPUJE DE LAS TIERRAS

Y DE LOS MUROS DE CONTENSION Y REVESTIMIENTO,

POR

JOSE KILDELfi, S. J. — Profesor en la Universidad

(Continuacién.-V. el n? 75, pag. 345)

§ 18.
lieprcrcaiaciOH gréafica de! empuje.

1. Caso de no hcher conhesion. Por las ecuaciones (36):
(11) es el peso Gry tiempuje D del prisma de mayor empuje
AFE (iig. 27),

G=V-~1,s5RIi-(-UZ)).
eos e eos i («+*)
D - igeosi (veos | A(deR)Y, '» B»
D: G=sen ¢ («—s); eosi [a+s). (@

El angulo FAE déla base del prisma esi («—£)=/; lue-
go serd <)UEA=900—<"3AE=9U°—s—; («-s)=90°-js-ia
=90—\ («+£); y en el A AFE se obtiene la relacion

FE: AF=sen FAE: sen FEA=sen ¢ (ct—s): eos i («+s),

lo que comparado con (a) conduce & la proporcién:
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D:G=FE:'AF. _ (47)

Estoes: EI empuje es al peso del prisma que se separa de la
otra masa, como en el perfil es el lado horizontal a lapared del
muro.

Con esta propiedad es facil construir un prisma que repre-,
sente el empuje [fig. 28]. Dado el talud natural y posicion de
la pared AE, el angulo EAJ comprendido entre ambos se dividi-
ra en dos partes iguales por AE, que sera el plano de rotura,
y asi se obtiene el prisma del mayor empuje AFE. En seguida
se. describe un arco al rededor de F con el radio FE» de manera
que seaFL=FE. Tirando finalmente la recta LE, el prisma
FLE representara el empuje mismo.

Demostracion.

A FLE :A FAE=FL :FA-FE:AF, luego
gAFLE:g.AFAE—FE :AF.

Pero g. A FAE esel peso G del prisma de mayor empuje;
por donde
g.AFLE; G=FE:AF.

Esta proporcion tiene tres términos iguales & otros tres de
la (47), resultando que es también

g,AFLE=D;

es decir, que el prisma FLE representa el empuje.

m E| dibujo puede remplazar al calculo muchas veces, por
ejemplo si faltan las tablas necesarias. Construido el tridngulo
FLE con lamayor exactitud posible, se medird uno de sus lados
y la altura corrspondiente para hallar el area, que multiplicada
por el peso especificog de las tierras dara el empujo D que se
busca.

I1. Caso de haber cohesion [fig. 29],
Tenemos Dc=:(1—jj~DO0O

D°: DO=H —h: H. [b]

Construido el A FLE como en el caso anterior, dividire-
mos AF seguln la proporcion AD : AF—H—h: H, lo que se
efectia como la figura 29 lo indica. Después se tira. DO para-
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lelad AE, y sejunta L con C$el A OLE representara el em
puje pedido.
Demostracion.
ALCE: ALFE—CE:EF=Al): AF=H —h:H;
luego g ALCE: g ALFE=1i—li: H;
g. ALCE: D°=H—h: H;
de consiguiente, tomando en cuenta la proporcidn [b], sera

g. ALCE=De

Ademas, el efecto producido por la cohesion, esta repre-
sentado porel a FCL.

§ 19.

Método grafico de representar el aumento de la presion que se
verifica con un aumento de la aitura.

Conforme & la ecuacion (40) es
D=kH (H-h), €)
si por brevedad se ‘escribe

k=A g /seni(«-e)\ 2
* cosAcos ¢ (a+e) j- "

Para otra altura x en vez de H, el empujo correspondien-
te, al que designaremos por y, se hallara igual &

y=k x (x-h). ©

Asi que, entre yy D existe la relacién
y: U-x (x-h): Il (H-h). (d)
Sea O el punto de la pared [fig.SOJ que corresponde a Ja
altura £h y ra una recta tirada por O enuna direccion cual-
quiera y terminada por las dos horizontales del pie y corona del

muro. Haciendo OF'=0F vy tirando f'F' horizontalmente, y
ademas por otro punto N de la pared Nn en igual direccion, el
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trapecio F'f' Nn representara el empuje sobre FN, si el trape-
cio F'f'aA representa-el que actla sobi’e toda la pared FA.

Demostracion. Como los triangulos OAa, ONn, OF'f son
semejantes, y sus alturas son (H—i b), (x—i h)yib, se
saca

Aa _ Nn _ F'f
(11—¢b)  (x—¢b) ih’

Este cociente es independiente de x; designandolo por m,
se deduce
F'E£'=¢ mb,
N n=in (x—¢h),
Aa=m (I1—éh),
luego sumando se tiene
(F'f+Nn)=mx,
(F'f+Aa)=mH,
area F'E'Nn=¢ (F'f+Nn) (x—b)=J mx (x—h>,
area F'fAa—1 (F'f+Aa) (H—b)=JmH (H—h),
area F'fNn: areaF'f Aa=x (x—b):H (H—h);

y por la proporcién sefialada en (d) se transformara en
y :D=area F'fNn: areaF'fAa;

con lo cual el teorema queda demostrado.

Si se toma cualquiera otra parte NN' de la pared, que no
esté determinada por la corona y pie de la Gltima, es evidente
que la presion que sufre, se representa por el trapecio NnN'n’
que esta sobre NN'. Haciendo a NN' cada vez menor, resulta
el empuje sobre el punto N de la pared, relativamente, (no abso-
lutamente) igual a la recta Nn.

La parte FF' dela pared no sufre ninguna presién actual.
Mas, si h—0, esto es sino hubiese cohesion, coincidirian los pun-
tos F', O y F. Aasi que, para tierrassin cohesion, la representa-
cion grafica es semejante & la que hemos encontrado ya para los
liquidos en el § 4, fig. 8

020.

¢Momento y centro del empuje.

Si M es el punto donde se aplica la resultante de todos los
empujes particulares (fig. 31), entonces M serad también el cen-
tro del empaje total D, puesto que este es idéntico a aquella re-
sultante.
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El momento del er’q_puje total sera D. AM —D '€6s_é"én don-

de a designa la altura a que el centro del empuje esta situado,
contandola desde la base.

El momento de la resultante es igual & la suma de los mo-
mentos de las componentes. Luego se necesita buscar éstos.

Y a hemos visto que si esy el empuje ejercido sobre la par-
te FN de la pared que corresponde & la altura x, esté empuje
es, (ecuaciéon (c) del $ 19),

y=kx (x-h).

Dando & FN un incremento'infinitamente pequefio NN' que
orresponde al aumento de la altura dx, el aumento de la pre-
sién sera

dy=k (2x—h) dx,

que también es el empuje sobre NN, suponiéndolo infinitamen-
te pequefio, y ademas es una de las componentes del empuje to-
tal D. EI brazo de esta ‘componente es AN, pires en compa-
racion a AN, que es distancia finita, puede despreciarse la dis-
tancia infinitamente pequefia entre N y el punto en donde dy
se aplica.

H—x ,
Como AN= , el momento de dy sera
eos *

m:dX’—(ITS—E: 05 £(H—x) (2x—h)-dx. (b)

Ahora, las presiones actuales s6lo se verifican entre A y
F', esto es entre limites que son idénticos & las alturas hy If;
de donde se sigue que en la Ultima ecuacion (b) se deben susti-
tuir todos los valores posibles de x que son mayores que hy me-
nores que H, sumando al fin todas las ecuaciones que se obten-
gan, para sacar el momento de la resultante; esto es: el mo-
mento del empuje es la integral de la expresion (b) entre los limites
hy H. Resulta, pues,

H

D.-A_=-A- f (11—x) (2x—h) dx,
So pos£Jh( X) (2x—h) dx

D.a=k J [-2x2 +(2H+h)x—Hh] dx. fe)
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Ahora es

X

N f[—2x 2+ (2H+h)x—Hh]dx=—§x3 + 11x2 + i\IX2 —Hhx,

H
/ [ - 2x2+(2H+h)x-Hh]dx=JH3 -¢112h, (d
]

h
/ f -2x2 + 2H+h)x—Hh]dx—— 1i3.

Las dos Gltimas ecuaciones resultan de la primera, escri-
biendo respectivamente H y li en lugar de & y reduciendo.

Como ANzdt= Mzdt—N"Nzdt,

a

se infiere que
1

jfl-2x2 +(2H+h)x-Hh]dx=iH3-JH 2h+"~h3;
h
luego sera

D. a=k(iH3 —£l12h+téh3)=i"k(2H3 —3H2h+h3)
=+ék[2(H3 -h 3)—3h(H2-h 2)].

Siendo D=kH (Il1—h), tendremos
_hék[2(U3-h3)—3h(112-h2)]_T/ 2112-Hh-h2
a~ kH(H-h) /6 H

=¢(H-h) @H+h)=hH((l-¢) (1+ 2B-). (47)

Esta es la altura en que se halla el centro del empuje, contan-
dola verticalmenté desde el pie del muro.
E | brazo del empuje es

(48)
€os i ort eos « €0s «

Yy su momento,

M=D.AM=kH (H-h).— =

L
COs £ 0 COs

(H -h)2(2H+h),
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<19>

0 bien cuando para k se sustituye su valor que esta en (b) del
§ anterior,

M

FALSIIB (- (1 ALE K o m (50)

|_ -
0s2e ii 211 «+£

Estas formulas tienen lugar, cuando hay cohesién en las
tierras; mas si no la hubiese, seria h—0, y las ecuaciones se
simplificarian mucho tomando las formas:

a=ill; AM=* AF ; M—D. i AF=i~-. k. (51)
€eos e

Luego en tierras sin cohesion, el centro del empuje se ha-
Ila en la tercera parte de la altura, lo mismo que en los liquidos.

Construccion del centro del empujemm Como uno de los trape-
cios posibles, F'f' Aa (fig. 30), que pueden construirse sobre AF"',
es la representacion grafica del empuje total, y como la recta
horizontal Nn designa el empuje en un punto N cualquiera en-
tre A y F', se sigue que el centro del empuje se hallara en el
mismo nivel que el centro de gravedad del trapecio F'f' Aa; de
manera que ambos centros tienen igual distancia a la base Aa.
La posicion del centro S de gravedad del trapecio F'f' Aa, se
halla de esta manera:

Construido el trapecio F'f' Aa (fig. 32), como se ha indica-
do en el altimo parrafo, se corta Aa por su medio en B, se tira
OB, y después de haber prolongado F'f' hasta que sea f' C=Aa
y tomado AE=F'f', se tira CE. EI punto S en donde CE cor-
ta & OB es centro de gravedad del trapecio F'f' Aa; luego una
horizontal tirada por S encontrara a la pared AF en el centro
del empuje M.

§ 21.

Tierras horizontales que tienen una sobrecarga.

El caso es semejante al que hemos visto en el § 15; en vez
del peso del prisma se debera sustituir éste mas la sobrecarga.
De suerte que es (fig. 33).

X=g.AAFK+p. FK
—i g.H. FK-j-p. FK
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=lg.(I+ '&)H .fk
=1g'".H. Flv,

si por abreviar se pone
g'=fe(I+Pi)=g+-jj. (52)

Estas resoluciones manifiestan que, el empuje esigual al
de tierras sin sobrecarga, con tal que en lugar de su peso es-
pecifico g, que es el verdadero, se sustituya el mayor g' sefia*
lado en la relacion (52).

El angulo de rotura

<f=T=i (a~!) (53)

es independiente del peso especifico, luego también estd com-

prendido en este caso con idéntico valor.
Sea D' el empuje; la ecuacién (38) nos lo dara & conocer,

con solo escribir g' en vez de g, y asi se tiene

u, (sen2i (a—e) ?‘f_y—sen a eos £)

D'=wiil -
“k eos s ( €0S 21 («+x) I )

y cuando se efectla la sustitucion del valor de g' que esta en
(52), se deduce

sen 2 [ (a—i)———s——-2-9—-—sen aeos «
2p H2 II gH (+ffl) i
I
7i < \ 2c
H (scn2i (a_i)~ 77E+2v)sen acos *>
=4 (gH+2?)(¥)se( (ISE («+«5 ___________ }
H ((gH+2p) sen2 h («—£)—2c sen« eos €) ,
Lcos « ( eos2i (2+0 i

Llamemos li' la altura en que estas tierraspueden soste-
nerse por simismas; siendo para aquella D'— O, resultara
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que es la altura de coliesién en el caso de sobrecarga y que ya
liemos encontrado en la ecuacién (33).

Si el valor que tiene 2c sen a eos s en (a), se sustituye en
(34), se consigue que sea

cose Veos ¢ (« W 1

y segun la relacion (55)

IR B
g’ Jsen'i(~r-1)Vv L/t
cose Veos ¢ ( /+£)/"

La comparacion de estos resultados con la eclacion
[40] manifiesta, que el empuje en el supuesto de sobrecarga
se calcula de idéntico modo que en el caso de no haberla, solo
gue en vez de la altura simple de cohesion h, se debe tomar la
li' que conviene & una sobrecarga. == >
Como resultado de esta regla puede establecerse, la propor-
cion
D:D'=(H—b):(H=V)
= (H-b):(H—b+*“P),

D= 9
I1I-h D= (1+g(H-b))D- 08~

Asi, pues, el empuje U' producido por un terreno que se
halla cubierto con sobrecarga, se calcula multiplicando por la

2p

cantidad 1 + empuje Y)¢Je tierras de iguales con-

diciones, pero que no tienen sobrecarga.
Si no hubiese cohesion, saldria h =0, luego

D,==(l+gH)D - €>9)

Las ecuaciones (58) y (5B) demuestran que una carga so-

bre tierras tiene tanto menor influjo en la presién que ejercen,
cuanto mayor es la altura de las tierras.

Continuara.



