
J. ALEJANDRINO VELASCO

I N G E N I E R O  C I V I L  Y P R O F E S O R  D E  M AT EM A T I C A S  E N  LA U N I V E R S I D A D  
C E N T R A L  D E L  E C U A D O R

PARTE I
A N A L IS IS  A L G E B R IC A

LIBRO I
D E L  L Í M I T E  Y  P R O P I E D A D E S  D E  L A S  F U N C I O N E S  

C O N  R E L A C I Ó N  Á  É L

Continuación de la página 322, núm ero 117

De otra manera: por ser, como ya se ha dicho,

o
o

la base ó fundamento de las otras expresiones indeter
minadas, ó de la cual éstas se derivan, demos una de
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mostración inmediata de las ecuaciones (i): si, de con
formidad con lo indicado en el n? 36, a, (3, y ,. . . .  son 
magnitudes indefinidamente decrecientes, los productos
a a, (3 b, y c , . . .  - decrecerán con los factores a, /3, y ,___
hasta desaparecer, suponiendo que a, b, c ,  sean valo
res constantes; luego, si 1, v , decrecen de la mis
ma manera, puede escribirse

l = a  a, ¡x=[3  b, v = y  c ,  ; [j]
y así,

ó, pasando al límite,

lím. — = a ,  lím. -^-=b, lím. — = c , ___ ,
a (3 y

Sale además, de cualquiera de las expresiones [j], 
de la primera por ejemplo,

A
a; y  de ésta, —  =a;

a
T

por lo que, suponiendo sea r  un número infinitamente 
creciente, se verificará
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lím  = lím . a;
a

y  como, por el nV 3 7, teor. I y  la cuestión respectiva, es

A  o
w  00  o  _
lim. — = — — — ; y  lim. a = o ,  

a _a_ o  }
~  00

resulta, evidentemente,

o— = 0 .  
o

Hemos visto también en el teorema y número cita
dos, que

a
a— o a; por tanto,

de donde

por lo que, suponiéndole á r  el carácter indicado ante
riormente, se verificará
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a

hm— =lim . (j; 
a
T

mas, por el teorema aludido, es

a
.55= — ; y lím. w=oc ; 
o o
oó

luego

o _
o

Por tanto,

°  L— = o , a, b, c , . . . .  oc . 
o

L. O. D. D.
NOTA,— Eliminando en

f(x)
fi(x)

el factor x— a que reduce á cero sobre cero tal expresión, 
la nueva forma puede tener, por lo visto, el valor cero ó el 
infinito ó una cantidadfinita cualquiera, pero sólo tendrá 
uno de estos valores; y  de aquí el que desaparezca la inde - 
terminación. Resulta cero como valor determinado de la 
expresión, si eliminado el factor que reduce á cero el di
videndo y divisor, permanecen aún en aquél uno ó v a 
rios factores por los cuales, para lím.xma, todavía se re-
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<3uce á cero el dividendo, pero no el divisor: la expre
sión tendrá entonces la forma

según el tcor. /, ;z? 37. E s  el infinito el valor determi
nado del cociente si, después de la eliminación, hay uno ó 
varios factores que, para x = a ,  reducen á cero el divisor 
y no el dividendo: la forma será entonces

por lo enseñado en el teor. I I  del mismo n? Finalmen
te, es el cociente una cantidad fin ita  cualquiera, si en el 
dividendo y divisor desaparecen, por eliminación, los fac
tores que reducen á cero uno y  otro término: la forma 
será entonces

f  (x) O

Ejemplo.— Y a  sabemos que, para

f  (x) xn— 1 

f , ( x ) - x — I
=  X  + x  + ------+ X 2 + X + I

n—i n— 2

si lím.x— 1, es

2(.’— La forma
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O.oo — oo . O,

es un símbolo de indeterminación, porque equivale á la 
forma

o
o

En efecto, si los valores de f [x] y  f,[x] se hacen igua
les á cero para un cierto valor de la variable, tendremos

u íx )~  {¿xy  f(x)>

ó, en el límite,

o i i
— — O. — =  — . O ~ 0 .  co =  oo. O. 
o  o  o

Así, en el caso del ejemplo anterior, resulta

f ( x)  x “—i ,  . i  i ,
TT7\= ------— (Xa—  i ) .----- = -------(x11—  i );q ( i )  x — i v '  x — i x — i v '

y, para lím. x =  i,

o i i
■— — O. — = — . orro. ce— cc.o. 
O o o

3?— La forma

es un símlobo de indeterminación, porque equivale á la 
forma
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En efecto, si para un valor de x, se hacen iguales á cero 
los valores de f  [x], f, [x], ambas expresiones serán una 
diferencia en que el sustraendo es igual al minuendo: 
será pues,

f [ x ] = i [ x H [ 4
Por tanto,

f  (x) ^(x)-y(x) tp{x) <p(x)
A W  —  fi[x] f , [ x ] ’

y, para el valor ^ que reduce á cero el dividendo y  divi
sor del primer miembro, tendremos en el límite

^ - i W _ i M = 0o - o o ,
o o o

según el teor. //, n? 37. En el ejemplo del caso 1?, pa
ra x — 1, será

xn— i _  x11 _1
X — I X — I X — 1 ’

o_ x^ J  „
o  ~  o  _  o  -  j

4'.’— La forma
00
00

es un símbolo de indeterminación, porque es igual á la 
forma

o
o -

En efecto,
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I

£ [x]  _ 5M -
f iM  _ x_ ’

fix]

y  para los valores de x  que reducen á cero los de f(x), 
fi[x], será en el límite,

i

o

Así,

i

x«— i x —  i
x — 1 _ i_

X " - I

y, si lím.x— i, resulta

o “  i “ °°
o

5?— La forma
o°

es también un símbolo de indeterminación. En efecto,

log- ( f  [ x í  ̂ ) ~ fl M  Xlogl f M  ;
logf(x)

luego si es, para un cierto valor de x,
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lím. f [x ]— o, lím. ^[x]— o,

resultará en el límite,

o
o (k)

>
en la cnal se ha escrito i = l o g .  B, siendo B <  i, la base 
de un cierto sistema de logaritmos; y log. f [x]= dog.o  
=00 ó, con más propiedad, ± co según que sea la base 
menor ó mayor que la unidad. Ahora bien, como en la

[k] puede B 0 tomar diferentes valores, por tomarlos o! 
se sigue, que o° puede tomar diferentes valores. L u e 
go, de conformidad con lo enunciado, es o° un símbolo 
de indeterminación.

De otra manera: si es « una magnitud que decrece 
indefinidamente, se verificará con un valor m constante,

o

lím. oL— lím. a m — m o
o

o O
o o o

o
luego o° es un símbolo de indeterminación, per serlo °. 

6'.’— La forma

es también un símbolo de indeterminación. En efecto, 
para los valores de x  que hagan lím. f \ x \ = \ , l i m .f i{x\ 
— oo , resulta
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log. f [ x ] f,[x]= f l[x ]X  log. f ( x ) » l0^ - a

~ w

ó, por razón de los valores de x  en el límite,

log. log. B = Iog. B?,

0 0 *

ó i 00 s=B ° ;

y como B 0 puede tomar diferentes valores, lo puede tam
bién i 00. Luego, de conformidad con lo enunciado, es 
x°° un símbolo de indeterminación.

De otra manera; si es r  una magnitud que crece in
definidamente, se verificará con un valor m constante,

T ,, Ir n \ t  i/ m hm. i = l im . (  — ) = h m . —  
\m/ im

iré m33
t  m 0 0 '

ó i »  = o o . ó = — ,00 o

según que sea m<;i. Luego i 00 es un símbolo de inde- 
terminación, por serlo ~  ó 

7?— Finalmente, el
o

oo

es un símbolo de indeterminación. En efecto, para los 
valores de x  que hagan límite f ( x ) = o o , lim. fi [ x ] = o ,  
resulta
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<5, por razón de los valores de x en el límite,

log. eo °= " i = ° = l o g .  B'\ 
00

ó =0 ° = B °

y como B °  puede tomar diferentes valores, lo puede tam
bién oo°. Luego, de conformidad con lo enunciado, es 
el <x° un símbolo de indeterminación.

De otra manera: si es w una magnitud que crece 
indefinidamente, se verificará con un valor m constante,

v  o v  m — m ,, o»lim. o  —lim. o  =  bni.—-  =  -22_
, m m

00

6

L uego  el oo 0 es un símbolo de indeterminación, por 
serlo ¿g-.

Ü9. Ejemplos de límites.— Para la mejor inteligencia de 
las teorías que hemos expuesto, hallemos el límite de las 
expresiones siguientes: 

i "  D ebe ser

Pues

, ,  a+ w  lim.f—r— —:í. 
b-f-íj

a+w _ , a—b
b-j-w 1 b-j-w ’

luego
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porque

, ,  a— b a — b 
llm - b + i - = a r -  = °-

D e otro modo

i + -JItW (I)
b + o  j _̂ _b

lúe o-o

porque

1/ a~bw , ,  I+ ío i
l i m . — — hm. , -T =  —  —  1 , b+a> i + b 1

,, a a i, b b
lirn.— = — = 0 , hm .—  = - = = 0 .

1 0  0 0  <0 130
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