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ARTICULO V.
CALCULO GRAFICO O METODO GRAFO-ESTATICO

§ 31.

Teorema fundamental.

Y a se lia visto en el § 27 del Articulo 1V, como las formu-
las del empuje se complican, aunque al parecer sean muy sen-
cillos los problemas. Esta complicacion de las formulas es mu-
cho mayor en otros casos, de manera que su aplicacién encuen-
tra grandes dificultades en el célculo, y ademas es imposible
resolver muchos problemas por ser irresolubles las ecuaciones

gue se siguen de la condicion” =0, necesaria en la hipétesis de

un maximo del empuje. EI calculo gréfico, que es la resolu-
cion por medio de la construccién geométrica, es mucho mas
sencillo y conduce pronto al fin que se pretende, si bien tam-
poco puede dar formulas generales para todo caso posible, sino
solamente resoluciones especiales.

El método grafico tiene por fundamento un teorema gene-
ral que se demuestra por el calculo superior.

Sea AF la pared (fig. 39), AJ el talud natural, FKJ la su-
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perficie del terreno y de cualquiera forma, y finalmente sea F A K
«n prisma de la masa. EI pié A del mnro puede servir de polo
de un sistema de coordenadas polares, la recta A K —S que presen-
ta la fractura, se puede tornar por radio vector, y finalmente
si el talud natural AJ se supone ser eje polar, sera el angulo
JAK=$> el angulo polar. Un movimiento angular del radio vec-
tor AK =S describira la recta 6 curva JKF que es el perfil de

la superficie.
En esta suposicion se habra de determinar el valor maxi-

mo de la expresién general del enapuje

D -Af i Yey (@)
que corresponde al caso en que se desprecia la cohesién. A es-

te fin bastara hallar una expresion de fpque satisfaga & la con-
dD

df
La diferenciacion de (a) 0, lo que eslo mismo, de la ecua-
cion
D eos (f+;)=X sen ¢ M

da el resultado

—D sen (f+f)+7~j~cos (f+e) —X eosf +~sen
Para el caso del" maximo debe ser-~=0, luego se tiene

X eos M-FD sen (p+£)+/~"sen cp=0’

y cuando para D se sustituye su valor que esta en (a), resulta

V. v sen (<f+s) serl__\{) -dX _
X(eos N o ¢y jcj;|<pse” 7 551

X eos e+ fen €eos (g-F:)=0" (c)

Ahora en la fig. 39 es
X=g.AAFK

dX=—g.AAK'K==—ig.AK,AK' sen K'AK.
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Se debe dar & dX el signo negativo porque X decrece cuan-
do €aumenta. Gomo entre AK y AK' hay solamente una dife-
rencia infinitamente pequeir , se puede escribir AK'=AK=S y
ademas en el limite es sen K'AK=arco K'AK=1nego sale

ax=—;gS’dr, 0]

Sustituido este valor en ) ¢ resulta que

X eos £—igS2sen < eos (~+i)—0,

luego X = i8s» r <:-£fri i
€os

y por (a) se obtiene

D=*gS ()

eos -

En estas dos ecuaciones D es el empuje en el caso del ma-
ximo, X el peso del prisma de mayor empuje, ti la longitud del
plano de rotura, y finalmente es <p=v el dngulo de rotura. Pa-
ra mayor claridad escribiremos ( en vez de f, con lo cual se
tiene

X =185 eos i (82)

DzngZeosE m

El angulo y indica suficientemente que en estas ecuaciones
X, Sy I) corresponden al prisma del mayor empuje.

Las dos ecuaciones [82 y 83] contienen dos reglas muy no-
tables que forman el fundamento del calculo graficoy son las
siguientes:

REGLA I.

Si AFE [fig. 40] es el prisma del maximo empuje, y si des-
pués de tirada Ep perpendicular al talud natural, se hace el an-
gulo pEr=£, sera

drea AFE=AAET.

REGLA I1.

Si en el talud natural AJ se hace rq=Er y se tira la recta
Eq, el triangulo Erqg serd la representacion grafica del empujo
1) en el caso de su maximo, 0 bien sera
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D=g. AErqg.

Demostracién de la Regla 1? Si AFE es el prisma de ma-
yor empuje, sera

X=g.area AFE. (€)
Por otro lado se tiene
~NAEr=|AE.Er sen AEr.

_En AE senY Sseny

Pero AE-S, Er_&BE eos £~ cos £

<3AEr=<}A.Ep—£=90°—2-£,

. A x .
Huego A A _Ignr = @IS 2 ppd g__e_?_s____rz+_£l_)_( ' (b)

La ultima relacion se sigue de (82). Comparando (a) con
(b) resulta area AFE = AEr, lo que queriamos demostrar.

Demostracion de la Begla I1.
~NEqr—i Ep.qr=¢ Ep.Er

Ep2 _ ,AE2sen2 sen2y,
e0s £ 2 eos £ ! eos £

N — A N\ —
g. Eolr egSZs&%E D.

Si se baja Fa perpendicular al talud natural AJ y se hace
<"NaFb—£ sera Fb paralela & Er, llamandose linea de orienta-
cion. Toda la dificultad de resolver graficamente los problemas
del empuje, consiste en hallar el punto E, de manera que &rea
AFE sea™JNMAEr, a cuyo fin serd muchas veces necesario tirar
diferentes rectas paralelas & la linea de orientacion.

Si la perpendicular Ep se designa por P, tendremos
P=Ssen vy, luego por [83]

D=¢g9-"" (84)

°COS £

formula que directamente contiene la ley hidrostatica, si P se
toma por altura y g por peso especifico de un liquido. Hallado
P gréaficamente, la dltima férmula [84] sera muy cémoda para
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calcular el empuje. Sin embargo, mas facil es medir la base rq
y la altura P del triangulo Erqg; el empuje sera simplemente

D=¢g.P.rq, (35)

expresion que para la determinacion del resultado numérico so-
lamente necesita cuatro multiplicaciones en vez de cinco.

Si la pared fuese vertical, coincidiria la linea de orientacion
con la perpendicular Fa. y seria Er idéntica a la perpendicular
Ep—P.

Finalmente, si el paramento interior del muro se bailase in-
clinado en sentido opuesto, seria £ cantidad negativa y deberia
colocarse al otro lado de las normales Fa y Ep.

§32.
Aplicacion |: Sea horizontal la superficie del terreno.

A. Prisma de mayor empaje. Sea AF la pared (Sg. 41),
AFE el prisma de mayor empuje, AJ el talud natural, Ep=P la
perpendicular bajada de E 4 AJ, <)pEr=<5%AB=£.

Por la regla | debe ser A AFE = AAEr, y como ambos tie-
nen idéntica base AE, sera igual también la altura. Ademas es
-<)ErA=900+£='<3AFE. Luego el triangulo AEr debe tener
la base, la altura y el dngulo al vértice iguales a la base, altura
y al propio angulo del triangulo AFE. A estas condiciones sa-
tisfacen solamente dos triangulos AEr y AEr' congruentes en-
tre siy al AAFE, uno de los cuales tiene su vértice en el talud
natural y el otro en la horizontal AM. Pero si el <33Ar' (el ma-
yor de los dos agudos que tiene el AEr'A) se halla abajo, sera
<}EAr'=<3AEF, luego Ar' paralela & FE. Asi es que el tridn-
gulo EATr se hallara colocado de manera que el angulo FAJ se
divide por AE en dos partes iguales, resultando

r=¢FAJ=i («--)e (86)

E | plano defractura divide en dos partes iguales el &ngulo com-
prendido entre la pared y el talud natural, relacion principal ya es-
tablecida en (35) del § 16, y que da directamente el prisma de
mayor empuje AFE.

B. Maximo empuje D. Si hacemos rq—Er y tiramos Eq,
conforme & la regla 11, serd el tridngulo Erq la representacién
grafica del empuje, 6 bien

D=g, AErq.
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Pero AErq=¢Ep.rq=£.Ep. Er, ()]
en donde Ep—AE sen '(=AEsen ¢ (i e);
,F_ AB _ H _ H

eos BAE eos(i+j) eos («+f)

IuecS)o E?~ I |%%2 k (-34_5._,
Ad®mases Lo Ep __H sen¢ [«—e]

eos£ eosfeosi La' &

Sustituyanse los valores de Ep y Er en (a), sale

¢Erg=iA(i2LIi<ETrA
eos £\eos i («+£; /

D=tg A (-"H =T 87)
eos £Veos 4 (a+ £) >

expresion algébrica del empuje idéntica & la del § 17 ecnac. (41)

Si se hace rq'—rq=rE, (fig. 42), sera Aq'rE=AqQrE por
tener igual base y altura, luego el empuje se representara tam-
bién por el triangulo Erq'. Ademéas como FE— Er, haciendo
FL=FE, sera AFLE=AErq', asi que AFLE es una tercera
representacion gréafica del empuje, y aquella que ya hemos efec-
tuado en el § 18 fig. 28.

§ 33.
Aplicacion Il: EI terreno asciende segdis el talud natural.

Sea FJ paralela @ AJ’ el talud natural, Ep perpendicular
a AJ',<).-Ep=£ [fig. 43]. La recta de fractura AE debe dividir
en dos partes iguales la figura AFEr, luego en los tridangulos
AFE y AEr tienen que ser iguales las alturas Fm y nr.

Ahora es Fm=AF.sen (*—£—<),
nr— Ar sen f= (A p—rp) sen <=(Ep cotg f —Ep tang £) sen <

_ cos(i+c) os(fi+f)
=Ep eé) AF sen (« egs_E .

Luego sera
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Fm:nr=sen (a—e—cf) eos £:sen (a—s) eos 0 +y)
~[sen (a—y)+ sen («—2i—a)]
: [sen (u+$r) +sen («—2e—y)].

Por esta proporcién sera Fm siempre menor que nr, pero
se aproximara tanto mas & nr, cuanto menor es <. lgualdad so-
lo se obtiene por <= 11, alejadndose E hasta una distancia infinita.

Luego, cuando la superficie del terreno es el talud natural,
se sigue que w— y—O0vy que la fractura AE se verifica segun el
talud natural AJ' del pie del muro, resultado conforme al § 28
ecuacién (74).

Héagase rq— Er, y tirese Eq; el triangulo Erqg seré la repre-
sentacidn gréfica del empuje conforme & la regla 11. En efecto,
dicho tridngulo se deberia trasladar con el punto E hasta una
infinita distancia; pero permaneciendo siempre entre las mismas
paralelas FE y AJ' quedara invariable su area, sea cual.fuere el
punto E de FJ, de donde se principia con su construccion.

La expresion algébrica del empuje sera

JD=g. AErq=9.]rq.Ep=Jg.Ep.Er

—¢0. Ep.
L ER €os -
V como EE:AF sen s:l:): o5 £5eN (—

It D=¢ygN— 88
resulta que “Yeoss\ eos £ / (88)
expresion idéntica & la [76] del § 28.

§ 34.
Aplicacion I1l1. EI terreno asciende segln un plano cualquiera.

Para resolver este problema graficamente se necesita de-
mostrar el teorema geométrico que sigue (fig. 44):

Teorema: Si ti'es rectas AF, FJ y AJ se cortan formando
un tridngulo, y se tiran dos trasversales Er y Fb paralelas entre
si en cualquiera direccién, la ultima por la interseccion de AF
y FJ, entonces el triAngulo AFE serd igual al tridngulo AEr,
si Ar es la media proporcional geométrica entre Ab y AJ.

Demostracion Tirense Fa y Ep perpendiculares & A J. Re-
sultaran

AAFJ=aAFE+ AAEr-barkJ,
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y en la hipotesis de que sea "AFE= ~AEr, sera
AAFJ—2A AEr+ A rEJ,
0 bien si expresamos las areas por las bases y alturas

AJ.Fa=2Ar.Ep+rJ.Ep

=(2Ar+rJ)Ep

=(Ar+AJ)Ep;
, Fa Ar+AJ. .
luego Ep= AJ (@

Por otro lado, la semejanza de los triAngulos suministra la
relacién
Fa:Ep=Fb:Er=bJ:rd

=AJ—Ab:AJ—Ar;

luego también EjH AiJ-Ar L)
Comparando esta expresion con (a) se deduce

Ar+AJ AJ—Ab,

Al AJ—Ar
Je donde AJ2 —Ar2=AJ2 —AJ.Abj
luego Ar2=AJ.Ab. ()

Este teorema conduce & la construccion exacta del prisma
del mayor empuje (fig. 45). Sea AF la pared, FJ la superficie,
AJ el talud natural del pie A del muro, Fb la linea de orienta-
cién, luego Fa-LAJ, y <+>Fa=L Sobre AJ describase un se-
micirculo, el cual quedara coitado en d por la recta bd levanta-
da en b perpendicularmente a AJ. Hagase Ar=Ad, tirese Er
paralela a la linea de orientacidon, y finalmente tirese AE. Sera
AE la fracturay AFE el prisma de mayor empuje.

Segun la construccion es Ad2 -Ab.AJ, ademas Ar=Ad,
luego Ar2= Ab.AJ; y como Er es paralela a Fb, se sigue por
el teorema que (~AFE=" AEr, luego segun lareglal, AFE es
el prisma de mayor empuje.

El empuje mismo queda representado por el AErq, el cual
fe construye segun la regla 11, haciendo rg—Er y juntando E
con q.
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Construccion por aproximacién. EIl cuadrilatero AFEr tiene
el nombre de cuadrilatero de construccion, pues esta dotado de la
propiedad notable de que, cuando es el verdadero, la diagonal
Fr (pie se llama segunda) se divide en dos partes iguales por la
otra AE (que se dice primeray es idéntica al plano de fractura).
Pues si los triangulos AFEyAErson iguales, serdn iguales
también las alturas que corresponden & la base comin AE; lue-
go serd también Fo=ro.

Segun esto, el prisma del maximo empuje se puede cons-
truir también con tanta aproximacién como se quiera. Dado el
triangulo AFJ [iig. -id] que forman la pared, superficie y talud
natural del pie, y tirada la recta de orientacion Fb, se tomara en
FJ un punto E que probablemente satisfacera & la condicién de
que AAFE debe serigual al AAEr, con tal que Er sea parale-
la & Fb, para lo cual ayudara introducir por el tal punto E una
regla paralelamente & Fb. Hecho esto, se forma el cuadrilate-
ro AFEr de construccién y se tiran las diagonales Fr, y AE.
Si el punto, en donde se cortan, es exactamente el medio entre
F y r, entonces sera AFE, inmediatamente, el prisma de mayor
empuje. Alas comunmente, no sucedera asi, siendo otro punto
s el medio de Fr; en cuyo caso se tirara AE' por s, se concluye
el nuevo cuadrilatero AFEV, y se efectla la misma prueba con
sus diagonales Fr' y AE’, mirando si el punto o' en donde se
cortan, estd exactamente en medio de Fr’ Con algun ejer-
cicio, se lograra hallar con suficiente exactitud el verdadero pris-
ma de mayor empuje por medio de dos construcciones AE, y
AE'. Pero si esto no sucediese, se tiraria por o' de nuevo una
recta AE", construyendo el cuadrilatero correspondiente
AFE"/-" &? -

§ 33

Aplicacion jV: La superficie tiene la forma de un poligono.

Sea AF la pared (iig. 47), FF'F"F"'M la superficie forma-
da por distintos planos, y sea AJ el talud natural del pie del
muro. Construida la recta de orientacion Fb, se buscara la par-
te de la superficie en que probablemente pudiera hallarse el pun-
to E que unido con A debe dividir al &rea AFF'F"ErA en dos
partes iguales, con tal que sea Er paralela & la linea de orienta-
cion Fb. Parece que E se debe hallar en el plano F"F'". Lue-
go se tira F"A, y el poligopno AFF'F"A se convierte en un
triangulo AfF", cuyo Gltimo lado fF" sea la prolongacion del
plano F"F'" en que debe hallarse E. Ahora el problema queda
reducido al del § anterior, pues para hallar a E con exactitud
bastara asignarle tal posicion que sea AAfE=AAET, en cuyo
caso serd también &rea AFF'F"E = AAEr, condicién conforma
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dlaregla | para que AFF'F"E sea el prisma de mayor empuje.

Aplicando el primer método de construcciéon, como AT es
demasiado largo y algunas veces el papel no alcanzard para que
contenga al punto T, en donde se cortan el talud natural AJ y
la superficie transformala £F/", describiremos una semicircun-
ferencia sobre Af, y tirada/// paralela & la linea de orientacion
Fb, fiaremos b'C (O esta en Af)paralela &afF'",levantaremos CGr
perpendicular a Af hasta que corte & lasemicircunferenciaen (xr
fiaremos AD— AG, tiraremos Dr paralela 4 fF//y 01/, y Br
paralela, asimismo, ala recta de orientacion Fb y también &fb".
Por esta construccion es AE plano de fractura, AFF'F"E pris-
ma de mayor empujey AErq representacion grafica del empuje
con tal que sea rq—Fr.

Por la construccion es

AD2—AC.Af luego @
Ademas es

AD Ar A AD Ar.

AC Ab' y tamblen Af AT’

luego por multiplicacion

AD?2 Ar2
AC.Af ADbCAf

V como el primer miembro, por (a), equivale & la unidad, se si-
gue que es
Ai2 —Ab" AT,

lo que segun el parrafo-anterior es la condicién para que sea el
triangulo AfE igual al AEr, y por consiguiente que el area
AFF'F"E sea igual al triangulo AEr.

Si F"F'" fuese menos largo delo que es en realidad, pu-
diera acontecer que, por la construccién exacta, el punto E se
hallara en la prolongacién de F"F"'y no sobre el plano inme-
diato F'"M, en donde deberia estar. En este caso habréa de re-

mpetirse la construccion, convirtiendo el poligono AFF'F/F"/A
en triangulo, cuyo ultimo lado sea la prolongacion de MF'".

Puede aplicarse también el segundo método del ultimo péa-
rrafo.

Conjimiara.



