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ApUración V: La superficie es encorvada.

Sea A F  la pared, (fig. 48 ) A J  el talud natural, F F ' M K  la 
•superficie de las tierras. Tírese la línea de orientación Fb, y 
búsquese un punto E ' de tal posición en la superficie que tirada 
la recta A E '  sea, aproximadamente, área A  F F ' E ' =  A A E ' r' , con 
tal que E 'r '  sea paralela á la línea de orientación Fb. P ara  ver, 
si es exactamente área A F F ' E ' =  A A ' E V ,  la primera se debe
rá transformar en el A A f 'E ' ,  cuyo lado A F  tenga la direc
ción de la pared, y  tirada la segunda diagonal £V, se verá si la 
otra A E '  le corta en el punto medio o'. S i  resultase f o '= o 'r ',  
sería con exactitud ̂  A F E ' = ^ A E V ,  luego área A F F ' E ' = A  
A 'r E '  y  E '  el punto verdadero que se busca. Pero si fue
se f o '  como en efecto sucede en la figura, se tomaría otro
punto E "  más á la derecha, y transformando A F F ' E ' E "  en el 
triángulo A F 'E "  y  haciendo E " r "  paralela á la recta de orien
tación Fb, se tirarán A E "  y f 'r " ,  para ver si ahora es f 'o " = o " r " , 
esto es, si el punto o" en donde se cortan las diagonales, equi
diste de f  y  r", lo que tiene lugar en la figura con bastante 
exactitud, resultando q u e E "  esel punto buscado y que A F F ' E " A  
«S el prisma de mayor empuje. Pero si f o "  no fuera igual á
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o11)'", se hará una segunda corrección hasta que la aproxima
ción sea la pedida.

Con este problema tenemos resuelto el más general de to
dos; sin embargo aplicaremos los diferentes métodos que hemos 
visto, á varios casos particulares, cuales ocurren en la práctica 
con mayor frecuencia.

§ 37 .

Pared vertical; el terreno asciende según el talud natural y 
está terminado por un piano horizontal.

Este problema puede resolverse de diferentes maneras, por 
ejemplo, por los dos métodos expuestos en el § 34-, transforman
do el triángulo A B D  en el A F U  (tig. 49), cuyo último lado sea 
la prolongación de la superficie horizontal de las tierras.

Otra construcción más sencilla es tomar en el talud natural 
A J  un segmento A P  igual á A D ,  y  después de haber levantado 
en A J  la perpendicular P E  hasta que corte la superficie hori
zontal, unir A  con E . Será A E  el plano de fractura.

Para que esto se haga evidente (fig. 50), tírese D E  parale
la á E P  y á la línea de orientación que, por e=o, habrá de ser 
perpendicular á A J ,  y prolongúense E P  y D N  hasta encontrar 
á  la horizontal A R  en S y  Q. Además, tírese D M  paralela á 
A B .  E l  ángulo M D N  será= < ) J A R — ,? por tener los lados per
pendiculares á los de este. A l  <J D A J  le designaremos por /.

Por la regla I debe ser.

área A B D E = A A E P ,  

luego A A B D + ^  A D E =  A  A E P ,

A  A D M +  A A D E = a  A E P ,  

y cuando se resta la parte común A  K M , será

2 A A Ü K +  A D K E = á r e a  M K E P ,  

2 A A D K + 2 A D K E  = á r e a  M K E P + A D K E ,  

2 A A D E = á r e a  M D E P ,  

paralelogramo D E Q S = á r e a  M D E P ;  

y por restarla parte común D E P N ,  será

trapecio N P Q S = A M D 2n.
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Pero se llalla t r a p e c i o N P Q £ = N P . ^ ;

N P = A P — A X = A  P  -  A  D cos;,

P Q — A P  tang fi,

N S — A X  tang / — A D  eos / tg  ,?, 

N S + P Q = t A P + A D  eos /) tang /?; luego 

trapecio X P Q S = 2  ( A P — A D  eos /) ( A P + A D  eos /) tang/?, 

= ¿  ( A P 2 — A D 2 eos2 /)  tang/?. (b)

Por otro lado es A M D X = ¿  D X . M X ;

D N = A D  sen /,

M X — D X  tang , ? = A D  sen ?. tang 

A M D X = |  A D 2 sen2 / tang /?. (c)

Según, la relación ( a ) ,  la expresión ( b )  tiene que ser igual á 
la (c); luego será

A P 2 — A D 2 eos2 / = A D 2 sen2 /,

A P 2 —  A D 2 (sen2 Á+cos2 /)“ A D 2 ;

y  por consiguiente es A P — A D ,  con lo cual la construcción es
ta demostrada.

L a  relación sencilla A P = A D  proporciona los medios de 
calcular el ángulo y y  el empuje D (fig. 49).

E n  el A  A E P  es

\ t? a  t »  i ir A C  H + l iAl!» eos r = A r ;  y  como A x t—   r =  —— r-----r»
J eos yjL—y) eos («—;)

A P = A D — — — —  v -
cos o

resulta por sustitución

eos y 1 ^
 -7 t = ------- j  ó bien eos eos eos o.
eos (a— ) ) eos o

y  resolviendo el primer miembro, so deduce
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 eos o—cos «
tang y— -----------------. (89)

sen a

E l empuje mismo queda representado por el A E P q ,  en 
donde P q = E P  y  E P  1  Pq. Luego es

A  E P q = J  E P .P q = +  (A P  tang y)2 

=  j( A D  tang ;•)= “ ¿ ( ^ J t a i t g  ; )

/ H + ]  c o s j ^ c o s a V  (J)
" V sen a eos o / '

expresión que se puede transformaren otra que no contiene á /*; 
porque como (fig 49)

C D = a  tang c = ( H + l i )  tang o (e)

h (tang a —tang d )= H  tang d, 

sumando H  tang «

(H + h ) (tang «— tang o) — H  tang «; 

t t  i i  t t  tang « TT sen « eos d
sera 1 1 + 0 = 1 1 ------- — -— :,=1I-------

tang «— tg o sen («— o)

lo que sustituido en (d), da

a  E P q = H i y eo. i - . n .  . y  = J H , /
2 V sen (a—o) ) \ eos i  (/—«)/

E l  empuje es D = + g .  A E P q ,  ó bien

D = J g H 2 (90)
& Veos i  ( - ¿ - o ) / ■ ' ’

» = ( 5 ! A | ( ’± í ) ) '  (91)
g  Veos i  (« o)/ 

será simplemente
D = l w H > ;  (92)

en donde w  es el peso específico de un líquido que produce la propia 
presión lateral.

Si se pone



Y DE LOS MUROS DE CONTENCIÓN Y REVESTIMIENTO 507

E l  caso de que tratamos, tiene dos lím ites:
I . para 7, - 0, en cuyo caso las tierras están terminadas por

un plano horizontal que pasa por la espalda del muro. Como 
por (e) es

> 11 ,  1 *t a n g t e ^ — j-tang « = tí  tang «
H + h  * + 1  (f)

haciendo h ~ 0 , se tiene tang d=Q, o= 0 y  las ecuaciones (89) y  
(90) se convierten en

1-tcqs a . , .
tang y—   — -=?tang i  a • y o .  )

sen a K . .
i  (g)

D =  ¿ g H 2 tang 2 i  a

relaciones idénticas á las (35) y  ( 11) de los § 16 y  17 , si allá se 
pone £=0.

II. para 7»=co, y  entonces estará limitado el terreno en su 
parte superior por el talud natural, resultando de (f), (39) y  (90)

* tang d= tan g  a, o = a ,

tang y = 0, r = 0 ;  D = | g B >  sen2 a-

lo que es conforme á las ecuaciones (74) v (76) del $ 28 , para 
£=0.

L a  tabla I X  sirve para simplificar el cálculo numérico, c o u t  

teniendo los valores de— .



T A B L A  IX .

L a  altura a del centro del empuje es & II  en los casos límites L= 0  y  I — 35, cualquiera que sea el talud «, 
y  tiene un máximo a==0,366 para tang d = 0,3  y  a ~ \ .  Atendido el coeficiente de seguridad, esta altura se pue
de tomar = b  H ;  bastará en cualquier caso tomarla— ^H. (fig. 51).

-4-J
P

>-C
rB"cS

c3*-
c<3
P-

6X3
Pc3

tang o =  —  jj^p-j-tang a, para la superficie horizontal de las tierras.

v r 0,1 o, a 6,3, 6 ,4 0,6 0,6 o,? 1)17 1,0 1,1 i ,a 1.3 1,4 i,r> i , r 1,8 1,5) 2,0

a ,o 0,382 0,420 0,457 0,402 0,325 0,556 0,584 0,610 0,634 0,656 0,675 0,693 0,710 o,725'0,738 0,751 0,762 0,773 0,783 0,792 0,800

1,9 0,364 0,403 0,440 0,475 0,508 0.539 0,568 0,595 0,620 0,643 0,663 0,682 0,700 ° , 7>5 0,729 0,742 0,753

0,743

0,764

0,754

0,743

0.774 0,783

1,8 <>,346 0,385 0,422 0,458 0,491 0,522 0,552 0,580 0,605 0,629 0,651 0,671 0,689 0,705.0,719 0,732 0,764

1,7 0,327 0,366 0,403 0,439 0,473 0,505 0,535 o .s5^ 0,589 3,6x3 0,635 0,656 0,674 0,691 0,706 0,719

0,706

0,732

0,7191,0 P, W 0,346 0,383 0,420 0,455 0,488 0,519 0,548 0,574 0.597 0,020 0,641 0,659 0,676 0,602

1,5 0,286 o,325 0,363 0,400 o ,435 0,469 0,500 0,529 0,556 0,580 0,604 0,625 0,644 0,602 o.ój’S'o, 692

1,4 0,265 0,303

0,280

0 ,34* 0.378 0,414 0,448 0,480 0,51° 0,537 0,563 0,586 0,609 0,628 0,646 0,663! D— ¿w H 3
1,3 (',242 0,318 o,355 0,391 0,425 0,458 0,489 °>5 r 7 0,543 0,567 0,589 0,609 0,628 w  _  

0

s e n  i  ( '* + d ) \ 2

1,3 o,2 I9 0,256 0,2940.331 0,368 0,402 0,435 0,466 o ,495 0,522 0,547 0,570 0,590 e o s  i  ( ? — ó ) /

1,1 0,196 0,232 0,268 0,306 0,342 0,377 0,410 0,441 0,471 0,498 0.524 0,548

1,0 0,172 0.207 0,243 0,280 0,316 0,351 0,384 0,416 0,446 0,474 0,500
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E l centro del empuje puede hallarse por un cálculo, como 
lo hemos visto en el § 20 . Siendo este muy largo y  de ninguna 
importancia práctica, lo omitiremos; el resultado está indicado 
en la tabla IX .

§ 38 .

Pared vertical: el terreno asciende por un talad cualquiera 
y  eu su parte superior está limitado por ua plano 

horizontal,

Sea A B  el paramento interior del muro, B D  la superficie 
oblicua y  D J  la horizontal en que las tierras terminan. L a  lí
nea de orientación habrá de ser perpendicular al talud natural 
A J ;  luego si A E  es el plano de fractura y  si E P  se tira perpen
dicular á A J ,  conforme á la regla I, habrá de ser área A B D E  
s= A A E P .

Este caso puede resolverse por los métodos generales del 
$ 34, transformando el A  A B D  en otro que tenga A D  por base 
y  una prolongación de J D  por lado.

Pero puede reducirse también al caso anterior, lo que es 
más ventajoso cuando se trata del cálculo.

A  este fin tiene que tirarse una recta B 'D '  de manera que 
sea área A B 'D 'E = á r e a  A B D E  y  además B 'D '  paralela al talud 
natural A J ;  y  como así debe ser A B 'D 'C = A  B C D ,  tirando B a 
paralela á B 'D '  y  A J ,  se deduce que debe ser (fig 52)

A  B 'D 'C :  A R C a = C D '2 : Ca2 
A B D C  : A B C a = C D '2 : Ca2 

¿ B C .C D  : ¿ B C .C a = C I >'2 3 Ca2

de donde resulta

C D '2 “ C a .C D = li2 tang a tang d  (a)

Luego el punto D' se determina buscando la media propor
cional entre Ca y  CD.

Hallada así la posición de B 'D ',  según el caso anterior, so 
hará A P — A D ',  se levantará E P  perpendicularmente á A J  y se 
tirará A E ,  con ío que tendremos la línea fractura. E l  empuje 
queda representado por el triángulo E P q  en donde es P q = E P .

Para el cálculo pueden aplicarse las fórmulas del último § 
y  la tabla I X ,  más en vez de H, h, d se deben sustituir bis nue
vas cantidades

H '= A B ' ,  h '= B 'C  y  o '= < ) C A D ' ,  (b)

las cuales tienen las expresiones siguientes:
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lr '= C D ' cotg a = h j ta^  )
* tang « /

H ' = H + b —h' \  (93)

v c ü ' h ,--- A
tang o v  tang a tanga J

Si el plano B D  tiene grande extensión, podrá encontrarse 
en él el punto E¿ en cuyo caso no se puede'n aplicar la construc
ción y  fórmulas de este párrafo, sino las de los 27 y  34 , 
pues que entonces el caso es idéntico al de estos §§, en don
de se supone que el terreno asciende por un solo plano. P ara  
averiguar si se trata de uno ú otro caso, se tirará D P '  perpendi
cular á A J ,  y  construidas las diagonales A D  y  B P ' ,  se verá si 
Bo' es mayor ó menor que o 'P '; solo en la última hipótesis se 
aplicará este "párrafo.

E l  empuje puede expresarse también por una fórmula que 
contenga directamente á las cantidades dadas H , h, a y  a' • por
que según (90), si se escribe H ' y d' en lugar de Í I  y  d, se si
gue que es

D = j g H'» ( = 4 , f e ± | ? ) *  - » * ( » s > i . « ü ± s y  (c>\cos £ (a— o') / b \ eos £ (a— o)/  v ’

Pero por (93) es

H '=IB+h-h'=H +h-h J ^ / ^ T-T+h-h ^ g  a tanS “
tang a tan '«

— (H~bh) tang a —h V tang a tang a' , 
tang «

P or otro lado se tiene

<a)

sen £ («+d') _  2 sen 4 (a+d') sen £ (a— o') _  Cos d'— cos a 
cos ¿ (a— d') 2 cos £ (a— o') sen £ (a— o') sen (a— o')

cos o' — cos a
sen á cos o — cos « sen o'

lo que, por las fórmulas

. 1 tang d' ,
C0S ° =  ^ P f t g ^ d 7 5’ SCn ° =  yf

se puede transformar eú
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sen i  ,1—eos « V l + t a n g 2
cos b (7.— 01) 1 *seh a - e o s  « tang 5'

y  'por la última relación (92), en

I ,  h2 tang « tang >’■
sen 1 («+<?')_ 1 — cos « V  ( II + h ) 2
eos b ( ¿— o1) li  .

sen a —cos V tg a tg  <Ü

_  (itl-Hr)—eos «a/(H +1t ) : + h 2 tang « tang «'
“  r  , . ,— i_ z t í  ; («)

cos ß J^(H-)-h) tg «— h V tang «¡tang «'J

E sta  ecuación multiplicada porEa'(d), suministra

sen ¿ («+d') =  ( i l + l Q - c o s  « ViflT4T F + I ^ tíT « i*g  «' ( 
"eos ¿ («“ li') sen «

■con lo cual resulta de (c), que es el empuje

D = ~ — — -  T Í I + h —cosj« -/{H+h)- + l i 2J tg « tg « 'J -  (94)
¿ sen2 «L

§ 39 .

Pared oblicua, en la que el terreno asciende según un plano 
cualquiera, estando limitado en sn parte superior por ua 

plano horizontal.

Este caso contiene á los anteriores como particulares .y que1 
da representado en la fig. 53, bajo la hipótesis de que el punto 
E  caiga en el plano horizontal 1ÍJ ,  y  no en el oblicuo F D ,  _en 
cuyo riltimo supuesto habría de aplicarse la teoría de los §§ 27 y 
34 . P ara  averiguarlo, se tira Dr, paralela á la línea de orienta
ción, es decir de manera que forme el ángulo s c!on la 'normal á 
A J ,  y después de haber construido las diagonales F r  1 y  A D ,  se 
mide F o ;, si es mayor ó menor que o'r 1 . Solo si F o 7 
el punto E  puede caer sobre el plano horizontal y  se aplicará la 
teoría del párrafo que venimos tratando.

E l  triángulo A F D  puede convertirse en el A fD ,  y  confor
me á la regla I habrá de ser-

área A F D E = 4  A f E = o  A E r .

Pero tenemos
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A A f E —1 A C  (G E — C f )= 4  (H + li)2 [tang («— ?') — tang $], ( a )  

A  A E i = ¿  A E . A r  sen y y  como

A E - ^ ± Í L ¡  A r = A E . Mn (rS l + ‘ >=  A E . c- g A ± L ) ;  
cos (a—r) sen (yUu+£) cos £

(10

se tiene

^A E r—L A E 2 .C°8 (r+£) Sen (H-f-li)2 C- S...̂ +£) T
COS £ “ COS2 (a — p)eos£

Luego, debiendo ser la expresión (a) igual á la (t), resulta 
la relación

/ \ . eos (r+£) sen y . .tang («—y)— tang ¡ j= ---- f-,----C-— (c)
°  ° ‘ C.0S2('X— ¡ j  eos £ '

que sirve para bailar el ángulo y, ó también á la tang (a—y). 
Para  abreviar sea

tang ( 'i -y ) - x - ,  t a n g / — m • tangc==a; ta n g z = b ; tang («+£)=rf(d) 

Será

sen y = sen [«— (a—p)]=sen a eos (a— y)— eos asen  (a—y) 

= c o s  (a—p) cos a [tang a —tang

= ( a —x) cos a eos (a— y). (< )

eos ( r+ £ )= c o s  [(«+ £)— (ce— /')]

= e o s  ( a + 0  eos (a—;-)-f sen (a+£) sen (a— p)

= e o s  (a+s) eos (a— f) [ 1 + ta n g  (a+s) tang (a—;)] 

=(!+<¿r) eos (a+c) eos (a—; ) .  ( f )

eos := e o s  [(/+£)— a]= eos (a+s) eos a+ sen  («+£) sen a 

= c o s  (a+ í)  eos a [ 1 + ta n g  a tang (a+£)]

=  ( l+ a d )  eos a eos (a+£). (g)

S i  los valores ( d ) ,  (e), (f) y (g) se sustituyen en (■■), resulta
que

x - m— (a ~ x ) (1+ 3*) , 
1 + a d

2 , 2  a + n ;( l+ a d )
a:2 +  — \— — ■— V -----

d d
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- 1 +  V(L+ad) ( 1 + m d ) ]  00

con lo cual x — fcang (a—y) esta conocido. A hora es

tang ; = t a n g  [ a - ( a — y)]

__ tang «—tang 
1 + t a n g  a tang

a —x
1+ax

_  1+ ad  — V  (1 + a d ) (1+ m d ) 

d —a + a  V (1+ad) (1 +  md)'

~ , , / , x tañe « +  tang £ a + b
Como c = t a n g  (r>í+£)==i—   —  í r ,

& '  1 —tang «tan g £ 1 —ab

será a + l = J — abd, luego d —a = b  (1+ ad )

lo que sustituido en la expresión pai’a tang y, dá finalmente por
división: _____

v ' l+ a d  — ^ l + m d .

tangin u r r a + S V I T 3  1 '

E l empuje es conforme á la regla I I

E = g . A  E r q = Í g .E r 2 eos £=4 g A E 2
sen2 y 
eos £

Pero

-i(H+h) \  sen2r /96x
" eos £ ’ eos2 (a~ j)

es

sen2 y rsen [a— (a—p)l~|2 - i b  , , s~|:
eos* («-£rt =  [  ,»!- J  =COB’  T g

^  [tg « ~ tg  («-/') ]2 =  ( a - x ) 2 .
1 + t g 2 a 1 + a 2 ’

y  cuando se sustituye el valor de x, será

sen2 y  r l + a d -! r ^ l + a d - " ^ l + m d  ~12
eos2 L l + a 2 J  L d -I
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porque

1 r ^ l + r t d - A + m d ] 2 .
1 - a b L  d J ’

~  [ H 't a n g  « tang («+£)]: 1 + t a n g 2 a

=  [ l + t a n g a^ a+- ^ .n  : 1 + t a n g 2 « 
L °  1 —tang « tan g  U  °

_  1 +  tang2 « _  1
1 —t g « t g e ‘ ‘'in°  I — tang «tan g s

o

” l-aí>*

Con la ecuación (i) y además con 

el empuje (96)j toma la forma:

= + l + t g 2 t = + l + l , ^
C O S  ;

)

u=

i  / u _ l 1  \o "^ l +  b 2 J-  + l + a d  — V l  +  m d d 2 ,Q—,

D = 4 e ( H + t ) * T = i r L - - - - - - - - - - - - d - - - - - - - - - J ;  ( 9 , )

y  designan

r,=iang «; b = ta n g £ ;  d = ta n g  («+£); m =tang'¡?\ "  (98)

L as  dos primeras de estas cantidades se conocen directa
mente ; la tercera es

, , / ■ . \ tang a + ta n g  £ a + b  ,, .d=hang (a+e) =  — ---- — =— — -----  (k)
1 — tang a ta n g e  1 —ab

y  la cuarta es

t C f  C G r+ G f H  tang e + h  tang o ...m = ¡a n g  , = s c - = ; - s ü - =  L  ; (1)

en donde
'  C D  , ,tang o—  (m)

puede bailarse midiendo CD . Pero como C D = B F + G D —  
t í  tang £+b tang se tiene también

„ H  tang £+b tang «' . ,
tang c -  — > (»)

c u a l  (1) se transforma en
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( H 2 + 2H h - f  h2 ) tang í + h 2 tang li2 tang s 
_ ( H + h ) !

=  tang £+ (tanS ~ tan2 3) ( i )

\  ( H + h ) 2 ’ W

«n donde a —  tangí«' se conoce por *• i inclinación que tiene el 
plano F D .

§ 40 .

(‘entro del empuje.

E l cálculo del centro del empuje se Lace muy complicado 
en casi todos los casos, y  con particularidad .en el último caso 
del § 39 . H ay  un método gráfico m uy sencillo que da el cen
tro del empuje con grande aproximación.

Sea A E  la fractura (fig. 54) y  A B I J E  el pa fil del prisma 
de mayor empuje, cualquiera que sea su forma. Como toda la 
masa, que tiende á separarse de la demás, debe tomar al caer la 
dirección del plano A E  de fractura, se puede suponer que las 
moléculas del prisma A B D E  cualquiera que sean, tienden hacia 
abajo en direcciones paralelas entre sí y  al plano A E .  Todas 
estas fuerzas paralelas é iguales componen una resultante que pa
sa por el centro de gravedad S  del prisma A B D E  y tiene una 
dirección paralela á A E .  A s í  pues, si el centro de gravedad 5  
se proyecta paralelamente á A E  sobre el paramento interior A B  
del muro, el punto M que allí se encuentra, será también el 
centro del empuje normal D.

Si suponemos que el perfil del prisma do mayor empuje sea 
cuadrilátero, como es en realidad en la fig. 54 , el centro de gra
vedad se halla, buscando los 1 y  2 de los triángulos A B Í J  y  
A D E  y  haciendo 2S — 13 . Hágase en seguida, S M  paralela á 
A E ,  será M  el centro del empuje, y  será su altura A M , siempi'e 
algo mayor que i  H, porque en esta última altura se hallaría 
con exactitud el centro del empuje, si las tierras fuesen limita
das en su parte superior por un solo plano B E .

E s  exactamente A M = J  H  para h= 0  y  h — oq ; el máximo 
valor que A M  puede tener, en la hipótesis de un cuadrilátero, 

1 9 4°
«  3 H + T ü o H = O T H -

C o n t in u a r á .


