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que es la forma general de semejantes expresiones. 
Cuando ocurren en la análisis funciones de esta clase, la 
derivada se obtiene por el siguiente

Teorema. E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  f u n 
c i ó n  DE FUNCIÓN RELATIVAMENTE Á LA ÚLTIMA VARIABLE
ó d e  l a  q u e  t o d a s  d e p e n d e n ,  es igual al producto de los 
cocientes diferenciales de cada una de las funciones 
relativamente á su uariable.

Decimos, que para la expresión (q) producida en la
fo rm a  in d icad a , e s to  es, s ie n d o  y, t, u, v,  , s, x  las
sucesivas funciones y  variables, debe ser

d y  dy dt du dz
d x  dt du d v    d x

D e m o s ." E s m a n if ie s to  q u e  la  m a g n i t u d  d e l  c a m b io  
v e r i f ic a d o  en  las  fu n c io n e s  se  e x p r e s a r á  p o r

yi —  y» t, —  t, ui — u, v, — v ,  z, —  z

si se verifica en la variable última el cambio x, —  x = A x ;  
y  esos cambios ó diferencias relativamente á los cambios 
ó diferencias de las variables correspondientes, dan las 
razones

y , —  y  tí —  t  u ,  —  u zt —  z
ti  —  t ’ Ui  — u ’ Vt — v '  ’ X , —  x ’

A y  A t  A u  A z
A t '  A u ’ A v  ’ ’ A x ’

qu e ,  p o r  la  in f luenc ia  d e  la s  u n a s  en  la s  o t ra s ,  p r o d u c e n  
la  s e r ie  d e  r a z o n e s  d e  r a z o n e s  ó q u e b r a d o s  d e  q u e 
b ra d o s , c u y a  red u c c ió n ,  ó v a lo r  to ta l,  se  o b t ie n e ,  c o m o  
s e  sabe ,  p o r  la o p e ra c ió n
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A y  , A t  . A u  . A z *

cle~x— tle ae —A t  A u  A v  A x

A y  A t  A u  A z  A y
A t  "Au A v  A x  A x ’

A y  A y  A t  A u  A z
A x  A t  A u  A v  ............  A x

y  así, en el límite,

dy dy dt du dz .
dx dt du dv d x  '2~

l . Q. D. D.

©bseruación.— La expresión precedente se escribe 
también

Í= F '(t)f(u )^ (v)..........F(x),

ó d y = F ( t )  f ( u )  0 '( u )  r ( x ) dx; [28]

y  también

d y = F '( t )  f  (u) ^ '( v )  dz. [29]

E l teorema es, además, de grandísim a utilidad, p or
que apenas puede darse una expresión, por simple que 
sea, que no contenga una función de función: los ejem-

(*) Forma tanto más exacta, cuanto que, para significar el influjo de las mag
nitudes, únas en otras, se lee la expresión [q]: y  es de la función de la función de la 

fu n ció n ............... de x y
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pios que siguen manifestarán esta verdad; y  también la 
teoría expuesta hasta aquí encontrará la aplicación en 
tales

Ejemplos.

i? Sea
y —  V a2 —  x 2 .

E s manifiesto que la expresión depende: i?, del ra
dical; y  2?, del valor del subradical; por lo que haciendo

y = F ( t )  =  V  . t = f ( u ) = a 2 —  x 2,

será por la (27), en el caso de dos funciones (teors. de 
los núms. 24, 23 y  22, I V  y  I, corol.)

d y _ d y  dt_ d (/y/  ) d ( a 2 —  x 2 ) _ \ / a 2 —x 2̂  
dx dt dx dt ' dx 2(a2— x 2) 2X

o dy:

V a 2 -  x 2

x. dx

V  a2 —' x 3

2? Sea

4 ____________ _

o -  ^ = + ^ ( c2 -  * 2 Y  l 3 •

En este ejemplo el valor de la función depende de 
un radical de 4? grado; el subradical, de una potencia; 
la potencia, de una suma de sumandos variables, uno de 
los cuales cambia con un denominador irracional; y  el 
otro, con una raíz que depende de una potencia; ésta, de
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una suma algébrica; la suma, de otra potencia; y ésta, 
de x: la aplicación de los teoremas convenientes produce

4 ____________________________

d y  A / [ a ~ y = + ^ ( ° 2 - x 2 )2 ] 3  b=

dX 4 [ a - ^ - + V ( ^ F ] 3  ' / x

[ ^ + | g = ^ Z . 2(c -  _ * • )  _ 2X]

4 ^ ( c 2 —  x 2 )2 ,
3 c2 —  x 2 ■*

3b 4 X

2 V x 3  4/ c 2 —  X 2

—  4  f

4 ^ a- ^ r + ^ (c2- x ’ >’

3b 4x

d y - - _ W »  » C - X .  d x

V a - ^  +  ̂ < C’ - X'  I”
3? L a  diferencial de

y — a + b  V  x  — — ,J  X
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4? La de

b c _j_ (
'  ~ _  y / x ^  x fyxT  X

.   2b.dx . 4c.dx 2 e .d x
3 x2 ^ x  x 3

5? L a  de

y i x ( a + b x 4 ) n ,

es d y — 4b n (a+ b x4  )n—b\ 3  . dx.

6 '.' L a  de

y — ( a x - f  b x 3 )B ,

es d y = n ( a x - f - b x 3 ) n—, (a-|-3bx2 )dx.

7? L a  de

. a .dx  y— y a x ,  es a y — — t =
J 2 \/a x

8? L a  de

y  —  ( ax— bx2 )~ n, 

es d y = n (2 b x — a)(ax— bx2 )-C" + *J. dx.

9? Para

y= a x V -f-c, es d y =  %  ax̂ -+ . dx .



C A I X Ü L O  D I F E R E N C I A L

i o. Para

y = a x —# + c ( es d y zz  — y ^ a x - 3/2 . dx.

11. Para

y  =  [ a + b x n] m, es d y — mnb[a-f-bxn ] m-Ix n_I .dx.

1 2. Para

-?v2   D 2

y = R 4  x [ R 2 — x 2 ] V R ^ ’ 

es d_Z —  R 4 __ [R2 x 2 ]2 +  3x4
dx x 2 [ R 2 —  x 2 ] 2 V  R2 _  X2

13. Para

y = x v/[ R_|_VR2 —- x 2 ] 2 + x ~2 ,

es d y = R - - 2r[-R- + - ^ l ~ , x2~J V B ^ - x2 dx> 
V [ ( R + V R 2 -  x2 ) 2 + x 2 ] ( R 2 — x 2 )

H

1 5 -

Para

2 Ü — x  .

y  “ v T  ~  V x  ’

,  3 X + 2 Ü  ------

d y =  ^ - V x  ‘

Para

y = ( r - x ) [ h x + r ( r - x ) ] .
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e s  d y = r [ h — 2r ] d x — 2 [ h — r jx .d x .

16. P a ra

h fr— x l  , , r 3x t i
y = 7 t x 2 —  , es d y = 7 t h x [ 2 — —  J.dx.

1 7. Para

i , dx
y = - w , - u K ^ > e s  d y = -b(a+bx) ’ " y (a-j-bx)2

18. Para

i , x . dx
y = - r a s '  e s  d y =b \ / a + b x 2 ’ s / ( a + b x 2 )i

19. Para

x  , dx

y = a V a + b x - ' e s  d y = .V  ( a + b x 2 )3

20. Para

i .—¡—¡—  , x .  dx
y = -r-- v  a + b x 2 , e s  d y = -

V  a + b x 2
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e s  d y = [ 2x-{- —  ( a 2 c2 x ~ 3 — — L-P - J 3, ^ / x ) ] .  dx .

22. Para

-----------  . 3 tx— 4.x2 .
y = x * / t x — x 2, es d x = —  -------- - .dx.
3 ^  2 V t X — X2

23. Para

dx
es d yx + V i + x 2 ’ 3 V i + x 2 ( x + V i + x 2 )2

24. Para

1 , x . d x
y—~7T=̂r< es d y = -V i —  x 2 ’ V ( i — x 2 )3

25. Para

y = ( a + \ / x " ) 3 . e s  d y = ^ a + x / x  ^  ' V x  . dx .

26. Para

1----------------------  4c(a+ J b —  ~  )3
y = ( a + J b - ~  Y ,  e s  d y = ---------------------  dx .

'  X X3 J -b-----1

27. Para

3 b x— 4 x 2 , (3b2 — I 2bx +  8x2 )x ,
y —  -=-■***- es d y ^ - 5̂ — 7t------ tt-tí   dx.

2*/bx— x2 4(bx — x ) 3A
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28. Para

4x4 —  a2 c2 , 1 1 2a2 c2 x4 +  a4 c4 j

29. Para

V i + x + V i - x  , i + V i - x a .d x .
} V i + x- V i - x ’ y x 2 V i - x 2

30. Para

x + v
y =  z3

dependiendo x, v, z de la misma variable, resulta

A z(d x + d v )+ 3 (x -t-v )
Z4

31. Para

y  x + V i - x 2’ es d y —  (Í-I-2 X V Í—X * )V  í —X*

32. Para

ir  x "  a  nx"_ 1 ,Y — ,— ¡— r r ,  e s  d y = - —-—-—  .d x .
( i + x ) n } ( i + x ) n + 1

33. Para

. i -f- x2 , 4.x ,■------- —, e s  d y = — -a— — .d x .i x2 2 ( 1 - x 2)2
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34. Para

i , dxy = — , es d y = ------
3 x  3 x 2

35. Para

y = — , es d y = -----  — . dx.J x n J + 1

36. Para

y = a 6 3a4 x 2 +  3a2 x 4 +  x 6 , es d y = 6 [ a 2 +  x 2 ]x.dx.

37. Para

y = [ a x + x 2 ] 2 , es d y = 2 [ a x - f - x 2 ] [a-j-2x].dx.

38. Para

y = [ x 3 - f  a] [ 3 X 2 +  b], es d y = [ i  5 x 4 - f  3 bx2 +  6ax].dx.

39. Para
S/a *3/2

.. [ * — 0  [ x — 3]
[X— 2]8

3/, 1 1  ¡ 2

d y = ^  +  4 j . J ? - 0  [ x - 3 ]- - - - , d x .
2 [ x — 2]9

40 P ara

TA
■ [ * —  ■] es d v ___ i - _____ x = 4  dx.
~  *  eS 6  ■/, */3

[x— 2] [x—  1] [ x — 2]

f  Continuará )


