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15. FORMA DIFERENCIAL.— Por la P. I, n? 35, sábese 
que U n a  f u n c i ó n  a n t e s  d e l  l í m i t e  d i f e r i r á  d e  é l

E N  U N  V A L O R  I N F I N I T A M E N T E  P E Q U E Ñ O ,  Ó S E A  E N  U N A
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i n f i n i t é s i m a ;  luego siendo e una magnitud de esta cla­
se, que se anula con A x , por ser

, ,  A y  d y  
lim. —

A x  d x

s e  v e r i f i c a r á  a n t e s  d e l  l í m i t e

A y  d y

A x  d x
+e; [a]

luego, mientras A y , A x  conserven un cierto valor por 
pequeño que sea, también e conservará un valor análogo; 
así que la ecuación (a) es verdadera para las cantidades 
en ella contenidas; y  reales las trasformaciones á que 
se sujete: será por tanto,

A y = ^ -  A x - f t  A x  
dx

una ecuación verdadera entre dichas magnitudes; luego 
será también verdadera en el límite; y  así

dy =  ̂  d x+ lím . e d x—f  (x)dx-j-lím. edx;

pero, como dx lím. s es una infinitésima del segundo or­
den, ó dx lím. 6 =  0 relativamente á dy, dx [P. I, 
n? 55], resulta, en fin,

d y —^  d x n f f x ]  dx, [61
dx

forma llamada la diferencial de una función; y  dice:
L a  D I F E R E N C I A L  D E  U N A  F U N C IÓ N  E S  I G U A L  A L  C O ­

C I E N T E  D I F E R E N C I A L  D E  L A  M IS M A ,  M U L T I P L I C A D O  P O R  

L A  D I F E R E N C I A L  D E  L A  V A R I A B L E .

16. COEFICIENTE DIFERENCIAL.— L a  diferenciación 
de una función puede expresarse, según lo que precede, 
bajo las formas
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3 i = f (X) ’ ¿k  d x - f ( x )  dx; [b]

como los autores que tratan de análisis, confunden fre­
cuentemente los términos c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  y  c o e ­

f i c i e n t e  d i f e r e n c i a l , hacemos notar que f [ x ]  sólo pue­
de llamarse c o e f i c i e n t e  d i f e r e n c i a l  si se considera la 
segunda forma de las [b]; porque, á la verdad, se halla 
en ésta, como factor ó coeficiente de la diferencial dx. 
Nótese pues, que cociente diferencial, coeficiente diferen­
cial son conceptos en algún modo distintos; y con­
viene fijar bien la idea para evitar confusiones que impidan 
ver con claridad los resultados; la forma primera de las 
[bj dice, que la derivada de una función es igual á la 
razón entre la diferencial de la función y  la diferencial 
de la variable, razón que no puede ser otra cosa que un 
cociente, muchas veces con valor finito, como lo veremos 
á  poco; en la segunda forma, f ( x )  modifica una infinité­
sima para producir otra: es un verdadero coeficiente; y 
sólo en este caso es tal coeficieiite.

17. OTRA FORMA DE LA DIFERENCIAL.— Si una fun­
ción continua, como

y = f [ x ] ,  [c]

recibe un incremento muy pequeño, el nuevo cambio ó 
estado se sabe que se expresa por

y : =  f [ x + A x ] ,

siendo yj , y  dos valores consecutivos de la función su­
puesta. E l incremento mismo tiene la forma

A y = y ,  — y = f [ x - f  A x ]  — f[x]; 

y  como se verifica, por lo visto en el n? 12, 

d y = l ím . A y = o ;

resulta, en el límite,
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d y = l í m .A y = ! í m . [ y ,  — y ]= l ím .[ f (x - f-A x )—f(x ) ]= o ,  [7] 

nueva forma de la diferencial; y dice: l a  d i f e r e n c i a l  d e

U N A  F U N C I Ó N ,  E N  E L  M Á S S I M P L E  C O N C E P T O ,  E S  L A  D I F E ­

R E N C I A  E N T R E  D O S V A L O R E S  C O N S E C U T I V O S  D E  L A  M I S ­

MA, D I F E R E N C I A  Q U E ,  S E G Ú N  L A  I .E Y  D E L  C A M B I O  Á  Q U E  

E S T Á  S U J E T A  L A  F U N C I Ó N ,  T I E N D E  Á D I S M I N U I R S E  H A S T A  

S E K  I G U A L  Á C E R O .

IB. FORMA COMPLETA DE LA FUNCION.— Ahora se 
trata de inquirir, como una consecuencia de lo expuesto, 
la forma completa de la función cuando recibe un incre­
mento; esto es, el desarrollo más simple y elemental de

y, =  f [ x + A x ] .

Recordemos con este fin, que el incremento de

y = f [ x ]  [d]

A y = f [ x + A x ]  -  f[x],

diferencia que, por lo visto en la ecuación [7], se anula ó 
reduce á cero; luego tiene de expresarse tal diferencia 
por un producto de dos factores, uno de los cuales desa­
parece ó se hace igual á cero en el límite; pero en la fun­
ción dada sólo A x  cumple con la condición de anularse 
en este caso; luego será A x  uno de los dos factores; y  
si lo llamamos F  el otro, resultará evidentemente,

A y = f [ x + A x ]  — f [ x ] = I 7A x . [e]

Ahora bien, por razón del incremento, el nuevo v a ­
lor y r de la función, tiene de serlo de x  y el incremento; 
luego la diferencia — y será también una función de 
éstos; y así, el producto F a x . Mas a x , como variable 
independiente, no puede ser esa función; y habrá de serlo 
el otro factor F, que, en forma muy general, puede e x ­
presarse por f[x, A x ] :  se tendrá así
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A y = y i  —  y — f ( x + A x )  —  f ( x ) = F  A x = f ( x ,  A x )  a x ; 

d e  d o n d e

A y _  f ( x + A x )  -  f ( x )  _ p _ f (  .  [ f ]

A  X  A X

e x p r e s i ó n  q u e ,  s e g ú n  e l  n ?  9 ,  s e  r e d u c e d  f [ x ]  e n  e l  l í m i ­

t e ;  l u e g o  a n t e s  d e  é l ,  d i f e r i r á  d e  s u  v a l o r  e n  u n a  i n f i n i t é ­

s i m a  ó  c a n t i d a d  q u e  s e  a n u l a  e n  e s e  l í m i t e ;  l o  q u e  q u i e r e  
d e c i r ,  q u e  f ( x ,  a x )  t i e n e  d e  s e r  u n a  s u m a ,  c u y o s  s u m a n ­

d o s  s e r á n  í ( x )  y  o t r o ,  f u n c i ó n  d e x , A x ;  e l  c u a l ,  p o r  d e s a ­

p a r e c e r ,  e s t a r á  m u l t i p l i c a d o  p o r  A  x :  s e a ,  p u e s ,

f ' ( x ,  A x )  A x  e s t e  s u m a n d o ;  r e s u l t a r á  d e  ( f ) ,

f ( x , a x ) — f ( x ) + f Y x , A x ;  a x , ( g )
A X  A x

f o r m a  p a r t i c u l a r  d e l  c o c i e n t e  c o m p l e t o  q u e  s e  o b t i e n e  

d i v i d i e n d o  e l  i n c r e m e n t o  d e  l a  f u n c i ó n  p o r  e l  d e  l a  v a r i a ­

b l e ;  y  s e  s i g u e

y ,  —  y = [ f ( x J + f ' X x ,  a x )  A x ] A x  

—  f [ x ]  A X + f / ( x ,  A x )  A X 2 , 

ó  y ,  — y + f [ x ] A x - f f ' [ x ,  A x ] a x 2 ;

ó ,  e n  f i n ,

y ,  = : f ( x - j - £ x ) — f f x j - j - f f x j  A x - f - f ' f x ,  A x )  A x 2 [S]

l a  f o r m a  q u e  n o s  p r o p o n í a m o s  e n c o n t r a r ;  y  m a n i f i e s t a  l a  

r e l a c i ó n  q u e  e x i s t e  e n t r e  d o s  v a l o r e s  c o n s e c u t i v o s  y ¡  , y  
d e  l a  f u n c i ó n  a n t e s  d e l  l í m i t e ,  o r i g i n a d o s  p o r  r e c i b i r  é s t a  

u n  i n c r e m e n t o  ó  c a m b i a r  d e  e s t a d o .

S e  i n f i e r e  p u e s ,  q u e  c u a n d o  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a  

p a s a  d e  u n  e s t a d o  d e  v a l o r  á  o t r o  p o r  r e c i b i r  l a  v a r i a b l e  

u n  i n c r e m e n t o  m u y  p e q u e ñ o ,  c o n s t a  e l  n u e v o  v a l o r :
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I? ,  D E  LA F U N CI Ó N P R I M I T I V A ;  2?,  D E  U NA F U N C I Ó N  DE 

L A  MI SMA V A R I A B L E ,  C O E F I C I E N T E  D E L  I N C R E M E N T O  L I ­

N E A L ,  Ó DE L A P R I M E R A  P O T E N C I A  D E L  I N C R E M E N T O ;  Y  

3? ,  DE O T RA  F UN CI ÓN Q UE  LO ES,  Á UN T I E M PO ,  D E  LA 

MISMA V A R I A B L E  V D E L  I N C R E M E N T O  L I N E A L ,  C O E F I C I E N ­

T E  D E  L A  S E G U N D A  P O T E N C I A  D E  E S T E .

N o t  SIS

D S e  tiene de [g] ú [8],

f c = l í m .  ffx , A x j = l í m .  [ P f x ) + f Y x ,  A x J  A x ]  =  f f X>); 
dx

esto es, que el coeficiente del segundo término de la 
ecuación [8], es el cociente diferencial ó derivada prim e­
ra de la función; y que en el límite de la razón respec­
tiva, desaparece el tercer término.

2? En la misma ecuación es, como ya  se ha dicho 
[n? 9], f [ x ]  generalmente una función de x; pero si 
f  [x] fuera una cantidad constante, no existiendo enton­
ces razón de variabilidad, tampoco la habría p ara la  ex is­
tencia ulterior de incremento alguno; por lo que sería 
cero el tercer término. Sin embargo, puede haber ca­
sos en que, siendo una función el segundo, sea constante 
el tercero.

3? L a  ecuación [8] es completa respecto de la deri­
vada primera, única que hasta ahora es conocida; pero 
estudiada que sea la diferenciación sucesiva ó superior, 
veremos que esta misma ecuación puede contener un nú­
mero infinito de términos.

4^ L a  operación pues, en virtud de la cual se deter­
minan los cocientes diferenciales ó derivadas, se llama 
diferenciación. Por lo que, como un resumen de todo lo 
expuesto, añadimos:
D i f e r e n c i a c i ó n  e s  i .a  o p e r a c i ó n  e n  v i r t u d  d e  l a

C U A L  S E  D E T E R M I N A  L A  D E R I V A D A  Ó D I F E R E N C I A L  D E

u n a  f u n c i ó n ;  esto es: e l  v a l o r  dy d e  y, c u a n d o  x
C R E C E  DE SU D I F E R E N C I A L  dx.
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E JE M P L O S  

i? Hallar la derivada primera de 

y = m x + 3 x + d .
R e s . 11 Dando u n  incremento á  la variable, r e s u l t a

ó ,  l i n a l m e n t e ,

cantidad constante, como se ha dicho varias veces [nú­
meros 13  y  16].

2? Hallar la derivada de

3 + y —xm+ c x 3 , ó yzzxm- fc x 3 — 3.

R e s .11 En  virtud de procedimientos análogos á los 
del ejemplo 1?, tendremos:

y, =  [ x +  A x ] m+ c [ x + A x ]3 — 3 

= x m+ m x m- ' A  X-L x m~2A x 2 + ...........
T  1X2

y, “ y - f  A y = m [ x + A x ] + 3 [ x + A x ] 4-d

y así
= m x + 3 x + d + [ m + 3 ]  A x; 

A y = y ,  — y =  [m + 3 ]A x ;

o
A  y
A x = m

lím. =  f  [ x ] = m + 3 ,
dx A x
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-f-cx3 -f- 3CX2 A x - f- 3 c x  A x 2 -j-c A x 3 — 3, 

ó A y = r n x m_I A x - f n i 'ni ~ ~ - i x m- 2 A x 2 - f  .
}  1 X 2

+ 3 CX2 A x - f 3 C X  A X 2 +  C A x 3  ,

A  Y m -i 1 111 [m —  m—2 a  1— mx m 1 -|    — ~ ¿ x m 2 A x - j-
A  X l X 2

+ 3 c x 2 +  3 c x  A x + c  A x 2 ,

ó - j^ = m x m-I4-3c x 2 = ( m x u1_3-j- 3c ) x 2 :

excepto estos dos términos, los demás desaparecen, p o r  

ser lím. A x = o ;  así que la expresión última es la deriva­
da que se busca, la cual, como se nota, es una nueva f u n ­
ción.

3'.) Sea la ecuación

que corresponde á la elipse ó hipérbola, según q u e



R e s .11 Tendremos en el primer estado ó valor de 
la función,
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y 2 = 0 2 - e 2 ) -

y así, en el segundo,

( y + A y )2 =  (a2 — e2 ) —   - ^ - ( x + A x )2

ó  y 2 + 2 y  A y - f - A y 2 = ( a 2 — e 2 ) —   ~ — x 2
el

a  e - ( 2 X + A x ) A x ;
a2

por lo que será la diferencia de valores ó el incremento 
de la misma,

A y = — ——  ( 2x - ( - A x ) A x — ^ — ,
2a2 y 2y

Ax = _ a ^ - e ^ ( x ) _ A L A Z; 
A x  2a2 y  A x  2y

y como

lím. A x = o ,  l í m . - ^ = o ,
2y

resulta al fin,

d y  a2 — e2 ^ ___  (a2 — e2 )x
dx 2a2 y  a2 y

que es la derivada de la ecuación: la diferencial, según 
[6], será

\
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, (a2 — e2 ) x ,d y  =  _  V   —  dx;

y si a2 — e2 =  b2 ,

dy =  _ V i d x  
a2 y

será la diferencial de la ecuación de la elipse; pero si 

a2 — e2 =  — b2 ,

dx
; a2 y

será la diferencial de la ecuación de la hipérbola.

II

SIG N IFICA CIO N  GEO M ETRICA

DE LA

D ER IV A D A  P R IM E R A

20. TEOREMAS FUNDAMENTALES.— Lo indicado en el 
n? 10  manifiesta que una función puede tener diferentes 
derivadas; y  después veremos que á cada una correspon­
de una significación geométrica especial. A l presente 
sólo tratamos de inquirir la significación de la derivada 
primera

I
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referida á la extensión lineal, superficial y  volumétrica. 
Tal significación se descubre por los siguientes

Teoremas

L  E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  ó  l a  d e r i v a d a  t r í ­

m e r a  Q U E  S E  O B T I E N E  D E  L A  E C U A C I Ó N  D E  U N A  C U R V A

p l a n a ,  es la  ta n g e n te  tr ig o n o m é tric a  del ángu lo  que la  ta n g e n te  
g e o m é tric a  á  un punto c u a lq u ie ra  de la  c u rv a , form a con e l e je  de 
abscisas.

Decimos, que si es A T B  una curva plana referida á 
un sistema Ox, O y (fig. 3) de ejes rectangulares; y T R ,  
la tangente á la curva en el punto T, á que corresponde 
la ordenada

y — T P = f( x ) ,

línea tangente que hace con el eje de abscisas el 
considerando entonces un arco T T '  muy pequeño, limi­
tado por la ordenada y r =  T T ' ,  la razón última de los 
incrementos simultáneos A y , A x , respecto de las coorde­
nadas de T, se expresará por

^ = f W = t g .

D e m o s . 11 A  partir de la ordenada fija T P , la varia­
ble T ' P  determina l o s  incrementos A x = P P /= T S ,  
A y —T 'S ;  de manera que las nuevas coordenadas son 
O P '—x-j-Ax, T ' P ' = y + A y ;  por lo cual

y, = y + A y —T P + T 'S = f ( x + A x )
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A y —y i — y = T ' S = f ( x + A x ) —f(x),

6 = f ( x + A x ) - f ( x )
A x  T S  A x

expresiones todas, en las cuales A y  se anula con A x. 
Ahora bien, uniendo T  y T', la secante T T '  forma con 
el eje de abscisas el a; y del triángulo rectángulo 
T 'S T  sale

A y  f ( x + A x —f ( x ) _ T 'S
A x  A x  — T S  —

Si pues, disminuyen más y más A y, A x , ó si el punto T '  
se acerca indefinidamente á T; la secante T T '  tenderá á 
tomar la posición fija de la tangente U R  á la curva en el 
punto T; y  el <̂ ja, á coincidir con el <)r, que, como se 
ha indicado, forma dicha tangente con el eje de las x: en 
el límite mismo, la secante se confundirá con la tangen­
te, resultando < j x = r ;  luego

^ = l í m .  - ^ - = f ( x ) = t g .  r. (9)
cix A x  w  0 w

L. Q. D. D.

N o t a  •— L a  diferencial será

d >  — t g - T  d x  ( 10 )

Corolarios

1 ?  E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  i . a  m a g n i t u d

D E  UNA R E C T A  Ó DE L A V A R I A B L E ,  Q UE  R E P R E S E N T A

s i e m p r e  u n a  r e c t a ,  es ig u a l á la unidad.
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Debe ser, para la magnitud ó recta x,

^ = i .  
dx

D e m o s . "  P o r q u e ,  p a r a  l a  m a g n i t u d  l i n e a l  ó  v a r i a ­

b l e  d e  q u e  s e  t r a t a

y = x ,

r e s u l t a

y ,  =  y + A y = x + A x ,  ó  A y = A x ,

A y  , i, A y  o - --<-  =  1, o lim.- - ¿ - = i
A x  A x

........ ÉL-,

A sí es

ó, finalmente, ¿ = i - L. Q. D. D. [ " ]

d y = d x .  [ 12]

N ota.— L a forma [ 1 1 ]  se contiene evidentemente 
en la [9]; pues que, siendo < 3 7 = 4 5 ° ,  se sigue de [9],

^ = t g .  4 5 ° = . .  dx

y  fija una recta que hace con el eje de abscisas un ángu­
lo de 4 5 o; y, á la verdad, la expresión, supuesto del co- 
rolorario,
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•designa, como se sabe, una recta que pasa por el origen 
de coordenadas, dividiendo en partes iguales el ángulo 
de ejes rectangulares: de aquí que ia aplicación inmedia­
ta del teorema produzca la ( 1 1 ).

2? D e conformidad con lo dicho en los números 13 
y  17, el teorema establecido demuestra una verdad muy 
importante, es á saber:

E n  u n a  f u n c i ó n  c o n t i n u a , la  ra z ó n  entre los increm en­
tos de la función y  la v a ria b le  tiende h a c ia  una cantid ad  determinada,  
á  medida que el incremento de la v a r ia b le  se a p r o x im a  á  cero.

II. E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n  á r e a  es la 
última ordenada, ó que limita el á re a .

Decimos, que si á partir de la ordenada fija

y = P M  [fig. 4],

se considera el área

S = P M M /P '= f [x ] ,  

limitada por la ordenada variable y '= P 'M ' ,  debe ser

—  = y '  [última ordenada].

D e m o s .11 Para el incremento A x = P ' P "  de la varia­
ble, será

A S = P /M,M/'P " = P 'M /m P,' +  M 'M " m = y / A x +  }4 e A x ,

ecuación tanto más verdadera, cuanto más pequeña sea 
A x :  e desaparece pues, con A x . A sí resulta
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T V o í a .— Y a  se sabe que lím. y¿£=o. E s  además, 

d S —y' dx. [ 14]

III. E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n  v o l u m e n  

es la  ú ltim a  sección p lan a , ó que l im ita  el vo lum en .
Decimos, que si á partir del plano yz (fig. 5), se 

considera el volumen

V = A  O B M P N = f(x),

limitado por los planos x y ,  xz, yz, la superficie lateral y  
la variable •

S = M P N ,

debe ser

(última sección plana).
dx

D e m o s " .  Para el incremento A x - —  PP ' de la varia­
ble, el volumétrico será

a V = M P N M 'P 'N '= S  a x + K  a S  A x + ^ f  AX,

ecuación tanto más verdadera, cuanto más pequeña sea 
Ax: 6 y a S  desaparecen con A x ;  y e significa la pequeñí­
sima superficie por la que, positiva ó negativamente, puede 
diferir el volumen % a S  a x  del que realmente correspon­
de al incremento anular M 'M " N " N 'N M  recibido por la- 
extensión volumétrica, y  dependiente de la forma que 
tenga la superficie lateral A B N M . A sí resulta

AX
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O dV _ s
d x  ~  ' I- Q- D- D. 0 5 )

Y a  se sabe que lím. } ^ a S = o ,  lím. }{e=o. E s  además

CO N SID ERACIO NES G E N E R A L E S  

SO BRE L A S  D E R IV A D A S D E L A S  FU N CIO N ES

21. OBSERVACIONES.— L a  división establecida entre 
las funciones [P. I, n? 25] hace que tratemos por sepa­
rado de los cocientes diferenciales, según que se consideren 
las funciones algébricas y las trascendentes. Ahora nos 
proponemos inquirir ciertas propiedades generales del 
cociente diferencial de funciones cualesquiera, depen­
dientes de una sola variable, lo que servirá de prepara­
ción para examinar las derivadas de las varias clases de 
funciones.

d V = S  dx. (16)

III

(  Continuant)


