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15 FORMA DIFERENCIAL.— Por la P. I, n? 35, sabese
gue Una funcién antes del Ilimite diferird de élI
EN UN VALOR INFINITAMENTE PEQUENO, O SEA EN UNA
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infinitésima; luego siendo e una magnitud de esta cla-
se, que se anula con AXx, por ser

. A d
lim. ~ Y —°)
Ax dx
se verificara antes del |limite
Ay dy
+e, al
A X d x ! []

luego, mientras Ay, AX conserven un cierto valor por
pequefio que sea, también e conservara un valor analogo;
asi que la ecuacién (a) es verdadera para las cantidades
en ella contenidas; y reales las trasformaciones & que
se sujete: sera por tanto,

Ay="- Ax-ft Ax
dx

una ecuacidon verdadera entre dichas magnitudes; luego
serd también verdadera en el limite; y asi

dy= 7~ dx+lim. edx—f (x)dx-j-lim. edx;

pero, como dx lim. s es una infinitésima del segundo or-
den, 6 dx lim. 6= 0 relativamente & dy, dx [P. |,
n? 55], resulta, en fin,

dy—" dxnffx] dx, [61
dx

forma llamada la diferencial de unafuncion; vy dice:

La DIFERENCIAL DE UNA FUNCION ES IGUAL AL CO-
CIENTE DIFERENCIAL DE LA MISMA, MULTIPLICADO POR
LA DIFERENCIAL DE LA VARIABLE.

16. COEFICIENTE DIFERENCIAL.— La diferenciacion
de una funcién puede expresarse, segun lo que precede,
bajo las formas
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3i=f(X) ¢k dx-f(x) dx; [b]

como los autores que tratan de analisis, confunden fre-
cuentemente los tErminos cociente diferencial Y coe-
ficiente diferencial, hacemos notar que f[x] sélo pue-
de llamarse coeficiente diferencial Si Se considera la
segunda forma de las [b]; porque, a la verdad, se halla
en ésta, como factor ¢ coeficiente de la diferencial dx.
Notese pues, que cociente diferencial, coeficiente diferen-
cial son conceptos en algin modo distintos; y con-
viene fijar bien la idea para evitar confusiones que impidan
ver con claridad los resultados; la forma primera de las
[bj dice, que la derivada de una funcién es igual & la
razon entre la diferencial de la funcion y la diferencial
de la variable, razén que no puede ser otra cosa que un
cociente, muchas veces con valor finito, como lo veremos
4 poco; en la segunda forma, f(x) modifica una infinité-
sima para producir otra: es un verdadero coeficiente; vy
sélo en este caso es tal coeficieiite.
17. OTRA FORMA DE LA DIFERENCIAL.— Si una fun-

cion continua, como

y=f[x], [c]

recibe un incremento muy pequefio, el nuevo cambio 6
estado se sabe que se expresa por

y: = f[x+Ax],
siendo yj ,y dos valores consecutivos de la funcion su-
puesta. EIl incremento mismo tiene la forma
Ay=y, —y=f[x-fAx] — f[x];
y como se verifica, por lo visto en el n? 12,
dy=lim. Ay=o;

resulta, en el limite,
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dy=lim.Ay=!im.[y, —y]=lim.[f(x-f-Ax)—f(x)]=0, [7]

nueva forma de la diferencial; y dice: 1a diferencial de
UNA FUNCION, EN EL MAS SIMPLE CONCEPTO, ES LA DIFE-
RENCIA ENTRE DOS VALORES CONSECUTIVOS DE LA MIS-
MA, DIFERENCIA QUE, SEGUN LA I.EY DEL CAMBIO A QUE
ESTA SUJETA LA FUNCION, TIENDE A DISMINUIRSE HASTA
SEK IGUAL A CERO.

IB. FORMA COMPLETA DE LA FUNCION.— Ahora se
trata de inquirir, como una consecuencia de lo expuesto,
la forma completa de la funcién cuando recibe un incre-
mento; esto es, el desarrollo mas simple y elemental de

y, = f[x+Ax].

Recordemos con este fin, que el incremento de
y=f[x] [d]
Ay=f[x+Ax] - f[x],

diferencia que, por lo visto en laecuacién [7], se anula ¢
reduce a cero; luego tiene de expresarse tal diferencia
por un producto de dos factores, uno de los cuales desa-
parece 6 se hace igual a cero en el limite; pero en la fun-
cion dada sélo Ax cumple con la condicion de anularse
en este caso; luego sera Ax uno de los dos factores; y

si lo llamamos F el otro, resultara evidentemente,

Ay=f[x+Ax] — f[x]=17Ax. [e]

Ahora bien, por razén del incremento, el nuevo va-
lor yr de la funcién, tiene de serlo de x y el incremento;
luego la diferencia — y sera también una funcién de
éstos; y asi, el producto Fax. Mas ax, como variable
independiente, no puede ser esa funcién; y habra de serlo
el otro factor F, que, en forma muy general, puede ex-
presarse por f[x, Ax]: se tendrd asi
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Ay=yi — y—f(x+Ax) — F(X)=F Ax=1f(x, Ax) ax;

de donde

expresion que, segln el n? 9, se reduced f[x] en el Iimi-
te; luego antes de éI, diferird de su valor en una infinité -
sima 6 cantidad que se anula en ese limite; lo que quiere
decir, que f(x, ax ) tiene de ser una suma, Cuyos suman-
dos seran i(x) y otro, funciéon dex,Ax; elcual, por desa-
parecer, estara multiplicado por A x: sea, pues,
f'(x, Ax) Ax este sumando; resultard de (f),

f(x, ax)— f(x)+fY x ,Ax; ax, (9)
A X A X

forma particular del cociente completo que se obtiene
dividiendo el incremento de la funciéon por el de la varia-

ble; y se sigue
y,—y:[f(XJ+f'XX, ax) AXx]AXx
— f[x] AX+ f/l(x, Ax) AX2,

o y, —y+f[x]JAx-ff'[x, Axl]ax2,;

6, en fin,
y, =:f(x-j-Ex)—ffxj-j-ffxj ax-t-f'fx, Ax) ax2 [S]

la forma que nos proponiamos encontrar; y manifiesta la
relacion que existe entre dos valores consecutivos Yj , Y
de la funcién antes del limite, originados por recibir ésta
un incremento 6 cambiar de estado.

Se infiere pues, que cuando wuna funcién continua
pasa de un estado de valor & otro por recibir la variable
un incremento muy pequefio, consta el nuevo valor:
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17, DE LA FUNCION PRIMITIVA; 2?2, DE UNA FUNCION DE
LA MISMA VARIABLE, COEFICIENTE DEL INCREMENTO LI-
NEAL, O DE LA PRIMERA POTENCIA DEL INCREMENTO; Y
3?, DE OTRA FUNCION QUE LO ES, A UN TIEMPO, DE LA
MISMA VARIABLE V DEL INCREMENTO LINEAL, COEFICIEN-
TE DE LA SEGUNDA POTENCIA DE ESTE.

N ot SIS

DSe tiene de [g] U [8],

fdcxznm. fix, Axj=lim. [Pfx)+fYx, AxJ ax]= ffX)

esto es, que el coeficiente del segundo término de la
ecuacion [8], es el cociente diferencial 6 derivada prime-
ra de lafuncién; y que en el limite de la razén respec-
tiva, desaparece el tercer término.

2? En la misma ecuacién es, como ya se ha dicho
[n? 9], f[x] generalmente una funcién de x; pero si
f [x] fuera una cantidad constante, no existiendo enton-
ces razoén de variabilidad, tampoco la habria parala exis-
tencia ulterior de incremento alguno; por lo que seria
cero el tercer término.  Sin embargo, puede haber ca-
sos en que, siendo una funcién el segundo, sea constante
el tercero.

3? La ecuacion [8] es completa respecto de la deri-
vada primera, Unica que hasta ahora es conocida; pero
estudiada que sea la diferenciacién sucesiva 6 superior,
veremos que esta misma ecuacién puede contener un nua-
mero infinito de términos.

4™ La operacion pues, en virtud de la cual se deter-

minan los cocientes diferenciales ¢ derivadas, se llama
diferenciacion. Por lo que, como un resumen de todo lo
expuesto, afladimos:
D iferenciacién es i.a operacién en virtud de la
CUAL SE DETERMINA LA DERIVADA O DIFERENCIAL DE
una funcion; esto es: el valor dy de Y, cuando X
CRECE DE SU DIFERENCIAL dX.
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EJEMPLOS
i? Hallar la derivada primera de
y=mx+3x+d.
Res.t Dando un incremento a4 la variable, resuita
y, “ y-fAy=m [x+Ax]+3[x+Ax]4-d

=mx+3x+d+[m+3] Ax;

y asi
Ay=y, —y=[m+3]AX;
Ay
o]
AX=m
6, linalmente,

lim. ~fy =m+3,
dx im M [X]=m

cantidad constante, como se -ha..dicho varias veces [nu-
meros 13 y 16].

2? Hallar la derivada de

3+y—xmcx3, 6 yzzxmfcx3— 3.

Res.l En virtud de procedimientos analogos & los
del ejemplo 1?, tendremos:

Yy, = [x+ Ax]mc[x+Ax]3 —3

=Xxmmxm'A X-L XM2A X2+ s
T 1X2
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-f-cx3 -f- 3CX2 Ax-f-3cx Ax2-j-c Ax3— 3,

o} Ay=rnxml Ax-fni'ni ~~-ix m2 Ax2-f

) 11X 2

+ 3CX2 Ax-f3CX AX2+ C Ax3 ,

AY mxmil] W (M=, xm2 AX-}-
A X X2

+3cx2+ 3cx Ax+c AXx2,

o} -jA=m xm-14-3cx2 = (m xu 3-j- 3c)x2:

excepto estos dos términos, los demas desaparecen, por
ser lim. Ax=o0; asi que la expresion ultima esla deriva-

da que se busca; la cual, como se nota, es una nueva fun-
cion.

3) Sea la ecuacién

que corresponde & la elipse 6 hipérbola, segin que
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Res.l Tendremos en el primer estado 6 valor de
la funcion,

y2=02-¢e2)-

y asi, en el segundo,

(y+Ay)2= (a2—e2)— -N-(x+AX)2
0 y2+2y Ay-f-Ay2=(a2 —e2)— I~—x2
el
a e -(2X+AXx)AX;
a2

por lo que serd la diferencia de valores 6 el incremento
de la misma,

Ay=— — (2X-(-AX)AX—"_ —,
y 2a2y (2x-(-AX)AX 2y

Ax = _an™-e”n( X) _ AL AZ
AX 2a2y AXx 2y

y como
lim. Ax=o0, lim.-~=o0,
resulta al fin,

dy a2—e2 N (a2—e2)x
dx 2a2y a2y

qgue es la derivada de la ecuacion: la diferencial, seguin
[6], sera
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dy = _ (P2 —e2)x dx;

y si a2—e2= b2,

dy= _V.idx
a2y

serd la diferencial de la ecuacion de la elipse; pero si

a2—e2= — b2,

dx
; a2y

serd la diferencial de la ecuacion de la hipérbola.

SIGNIFICACION GEOMETRICA
DE LA

DERIVADA PRIMERA

20. TEOREMAS FUNDAMENTALES.— Lo indicado en el
n? 10 manifiesta que una funcidon puede tener diferentes
derivadas; y después veremos que a cada una correspon-
de una significacion geométrica especial. Al presente
s6lo tratamos de inquirir la significacién de la derivada

primera
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referida & la extension lineal, superficial y volumétrica.
Tal significacién se descubre por los siguientes

Teoremas

L El cociente diferencial 6 la derivada tri-
mera QUE SE OBTIENE DE LA ECUACION DE UNA CURVA
plana, es la tangente trigonométrica del d&ngulo que la tangente
geométrica & un punto cualquiera de la curva, forma con el eje de
abscisas.

Decimos, que si es ATB una curva plana referida &
un sistema Ox, Oy (fig. 3) de ejes rectangulares; y TR,
la tangente & la curva en el punto T, & que corresponde
la ordenada

y—TP=1(x),

linea tangente que hace con el eje de abscisas el
considerando entonces un arco TT' muy pequefio, limi-
tado por la ordenada yr= TT', la razén «ualtima de los
incrementos simultaneos Ay, AX, respecto de las coorde-
nadas de T, se expresara por

N=fW =tg.

Demos.u A partir de la ordenada fija TP, la varia-
ble T'P determina 1os incrementos AX=PP/=TS,
Ay—T'S; de manera que las nuevas coordenadas son
OP'—x-j-Ax, T'P'=y+Ay; por lo cual

y, =y+Ay—TP+T'S=f(x+AX)
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Ay—yi —y=T'S=f(x+Ax)—f(X),

6 = f(x+Ax)-f(x)
A X TS A X

expresiones todas, en las cuales Ay se anula con AXx.
Ahora bien, uniendo T y T', la secante TT' forma con
el eje de abscisas el a; y del tridngulo rectangulo
T'ST sale

Ay f(x+Ax—f(x)_T'S
AX AX — TS —

Si pues, disminuyen mas y mas Ay, Ax, 0 si el punto T'
se acerca indefinidamente & T; la secante TT' tenderd a
tomar la posicion fija de la tangente UR & la curva en el
punto T; y el <Ya, & coincidir con el <)r, que, como se
ha indicado, forma dicha tangente con el eje de las x: en
el limite mismo, la secante se confundird con la tangen-
te, resultando <jx=r; luego

N= i A =
CiXllm. Ax f(>\(/\) tgo. r. s\?)
L. Q. D. D.

N ota »— La diferencial sera

d> — tg-T dx (10)
Corolarios
12 El cociente diferencial de i.a magnitud

DE UNA RECTA O DE LA VARIABLE, QUE REPRESENTA
siempre una recta, es igual & la unidad.
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Debe ser, para la magnitud 6 recta x,

Nz,
dx
D emos." Porque, para la magnitud lineal 6 wvaria-

ble de que se trata

y=X,
resulta

y, = Yy+tAy=x+Ax, ¢ Ay=AxX,
o] -A—y<: i (0 Iim.-A-y¢—:i
A X A X

0, finalmente; E—Tr CR@ERZD. ["1
Asi es

dy=dx. [12]

Nota.—La forma [11] se contiene evidentemente
en la [9]; pues que, siendo <37=45°, se sigue de [9],

tg. 45°= ..

o>
X

y fija una recta que hace con el eje de abscisas un angu-
lo de 450; vy, a la verdad, la expresion, supuesto del co-
rolorario,
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edesigna, como se sabe, una recta que pasa por el origen
de coordenadas, dividiendo en partes iguales el angulo
de ejes rectangulares: de aqui que ia aplicacion inmedia-

ta del teorema produzca la (11).
2? De conformidad con lo dicho en los nimeros 13

y 17, el teorema establecido demuestra una verdad muy

importante, es & saber:
EN una funcién continua, la razén entre los incremen-

tos de la funcion y la variable tiende hacia una cantidad determinada,

& medida que el incremento de la variable se aproxima 4 cero.
1. El cociente diferencial de un area €S la

Gltima ordenada, 6 que limita el area.
Decimos, que si & partir de la ordenada fija

y=PM [fig. 4],
se considera el area
S=PM M /P'=f[x],

limitada por la ordenada variable y'=P'M', debe ser

— =y [4ltima ordenada].

pemos.ll Para el incremento Ax=P'P" de la varia-
ble, sera

AS=P/M,M/P"=P'M/mP,'+ M'M"m=y/Ax+ h eAx,

ecuacion tanto mas verdadera, cuanto mas pequefia sea
Ax: e desaparece pues, con Ax. Asi resulta
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TVoia.—Ya se sabe que lim. y;£=0. Es ademas,

dS—y' dx. [14]

l. El cociente diferencial de un volumen
es la Gltima seccion plana, 6 que limita el volumen.

Decimos, que si & partir del plano yz (fig. 5), se
considera el volumen

V=AO0OBMPN = f(x),

limitado por los planos xy, xz, yz, la superficie lateral y
la variable .

S=MPN,

debe ser

(altima seccion plana).
dx

Demos". Para el incremento Ax-— PP' de la varia-
ble, el volumétrico sera

aV=MPNM'P'N'=S ax+K aS Ax+"f AX,

ecuacion tanto mas verdadera, cuanto mas pequefa sea
Ax: 6y aS desaparecen con Ax; y e significa la pequefi-
sima superficie por la que, positiva é negativamente, puede
diferir el volumen %aS ax del que realmente correspon-
de al incremento anular M'M"N"N'NM recibido por la-
extension volumétrica, y dependiente de la forma que
tenga la superficie lateral ABNM. Asi resulta

AX
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dv _s

dx ~ 'lI- Q DD 05)

Ya se sabe que lim. }*aS=o0, lim. }{e=0. Es ademas

dv=s dx. (16)

CONSIDERACIONES GENERALES
SOBRE LAS DERIVADAS DE LAS FUNCIONES

2L OBSERVACIONES.— La division establecida entre

las funciones [P. I, n? 25] hace que tratemos por sepa-
rado de los cocientes diferenciales, segin que se consideren
las funciones algébricas y las trascendentes. Ahora nos
proponemos inquirir .ciertas..propiedades generales del
cociente diferencial de funciones cualesquiera, depen-
dientes de una sola variable, lo que servird de prepara-
cion para examinar las derivadas de las varias clases de
funciones.

( Continuant)



