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INTRODUCCION

113w.l0
AL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS SUPERIORES

1. Ciencias matematicas.—Se sabe que
las ciencias matematicas, €n general consideradas, se
proponen estudiar las leyes de la cantidady la extensidn:
de aqui que esta parte de los conocimientos humanos
se divida en dos grandes grupos que constituyen las Cien-
cias de la Cantidad y las Ciencias de la Extension. Las que for-
man el primero, se resumen y encuentran su razén de ser
en el Algebra; las que componen el segundo, se identifi-
can con la Geometria: Algebra y Geometria, tales son los dos
grandes ramos de las ciencias matematicas, llamadas,
por antonomasia, Ciencias Exactas, a4 causa de “la exactitud
de sus principios y el rigorismo.de su método.” ,.
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Pero estas ciencias se dividen, ademas, en dos sec-
ciones muy importantes. La Una se conoce con el nom-
bre de Matematicas puras, porque investiga las leyes uni-
versales que sefundan en los conceptos puros 6 abstractos
de la cantidad y la extension: en este sentido las leyes
descubiertas, lo son con independencia de las cualidades
de los seres que componen el mundo fisico. La otra
seccion forma las Matematicas aplicadas, que se proponen co-
nocer las propiedades cuantitativas de los cuerpos, valién-
dose, como de medio, de las leyes generales sobre la canti-
dady la extensidn por aquélla descubiertas: & esta parte
se refieren, por tanto, las cuestiones relativas a la atrac-
cion de las masas, como su equilibrio y movimiento; la
formacion y progacion de las ondas sonoras y luminosas,
el movimiento vibratorio del éter, el curso de los astros,
&2} Pero en el estudio actual hay que prescindir de esta
seccion, porque sus reglas son las de aquélla en cuanto
cumplen con los fines mencionados.

2. Concepto cuantitativo de la
tensién.—Si bien tiene la extensién, como cualida-
des esenciales, laforma y posicion que jamas pueden ser
cantidades; sin _embargo, en cuanto 4 las dimensiones
una cierta extensién puede ser mayor 6 menor que otra
de la misma especie; por esto es que puede encontrarse en
la extension un cierto concepto cuantitativo, lo mismo que
en la cantidad considerada en general: en este sentido
las ciencias de la cantidad y las ciencias de la extension
no pueden ser diferentes, y s6lo varia la manera de de-
terminar dicho concepto cuantitativo, 6 sea la relacion
entre la magnitud comparable y la unidad: pues las
ciencias del primer grupo, es decir, las ciencias algébri-
cas, proceden por numeracion, mientras que las geomé-
tricas lo hacen por mensura: de este modo, en el Alge-
bra, llamada también Aritmética general, la cantidad es
directa 6 inmediatamente numerable, mientras que en
la Geometria lo es mediatamente.

Esto supuesto, y en el sentido que venimos conside-
rando, las mencionadas ciencias se identifican de nuevo

ex-
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en la manera de determinar las relaciones que ligan en-
tre si los nimeros, expresion de las cantidades. Mas, si
bien puede decirse que es igual la representacion simhd-
lica, varia con todo la manera de enunciar una proposi-
cion, ya algébrica, ya geométricamente. En efecto,

aX k

puede ser un simbolo algébrico 6 geométrico, y manifes-
tar, por lo mismo, cierta relaciéon de magnitudes en el
Algebra 6 la Geometria; pero en la primera, el lenguaje
ordinario dira, que aquel simbolo representa elproducto
de dos numeros; vy en la segunda, elproducto de dos li-
neas 6, mejor dicho, un area.

Que en las ciencias de la extensidn, y en cuanto se
considera el concepto cuantitativo, es numérica la relacién
de las magnitudes, es cosa clarisima; pues no puede co-
nocerse una linea, 4rea 6 volumen sino mediante el va-
lor de dicha linea, area 6 volumen, que es la relacion de
sus magnitudes respectivas con la unidad; 6, lo que es
lo mismo, mediante el nimero.

Luego, en el Algebra inmediatamente y mediata-
mente en la Geometria, el concepto cuantitativo de la
magnitud tiene la misma significacion matematica; y asi
la determinacion de la cantidad por la unidad, que se di-
ce, segln los casos, contar 6 medir, produce solamente el
nuamero.

8. Las Matematicas con relacion al
Nnumero.—Si pues, el nimero es el objeto final de las
Ciencias de la cantidad en el estudio de la cantidad dis
creta, como en el de la extension, considerada sélo en lo
que es cuantitativa, esto es, en cuanto a las dimensiones,
las cuales determinan la cantidad continua; claro es que
las Matematicas, al estudiar las cantidades componién-
dolas, descomponiéndolas y comparandolas, se proponen
descubrir las diferentes maneras como aparecen los nu-
meros, € investigar sus propiedades por la naturaleza de
su generaciéon y las relaciones que entre ellos pueden
existir.



4. Matematicas elementales y su-
periores.—Para cumplir con este fin las Matematicas
estudian las magnitudes cuantitativas de dos maneras: 6
consideran los individuos que forman las relaciones nu-
méricas, mejor dicho, las unidades, como seres mas 0
menos grandes; es decir, como entidades ya formadas,
tangibles, por decirlo asi, 6 de un valor comparable; 6 se
ocupan de dichos individvos suponiéndolos compuestos
de partes muy pequefias, que tienen un valor, como si se
dijera, ideal; pues no son susceptibles de comparacion
con otros de magnitud mas 6 menos considerable: tales
partes se denominan elementos. En este caso, la inteligen-
cia con so6lo su poder, y sin ningln auxilio ad extra di-
remos, que le facilite el estudio, investiga los conceptos
abstractos de tales elementos: nada fisico y tangible hay
entonces; la cuestion se coloca sobre lo fisico-susceptible
de comparacién determinada-, y tal estudio no es otra
cosa que la Metafisica-Matematica, conocida con el
nombre de Matematicas sublimes, y que, con mas propiedad,
puede llamarse Teoria de las Funciones, como ya lo explica-
remos.

Las Matematicas, procediendo del primer modo, se

7

denominan Elementos 6 Inferiores; y asi:

Matematicas Elementales ¢ Inferiores, son las ciencias que
estudian las leyesgenerales de la cantidady la extension
considerandolas como entidades compuestas de individuos
determinados; esto es, sin referirse a ¢os elementos 6 Glti-
mas partes de los mismos.

Las reglas de las Mateméaticas elementales se apli-
can a los individuos que hemos indicado, sin saber si las
partes de ellos, separadamente consideradas, quedan su-
jetas & las relaciones por aquellas reglas obtenidas.

En la Aritmética, el Algebra, la Geometria y Tri-
gonometria elementales no se consideran de otro modo la
cantidad y la extensién, aunque las dos ultimas partes,
de cuando en cuando y para ciertas deducciones, ya exa-
minan, en algin sentido, los elementos de las individua-
lidades.
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Ademas, el simbolo
a Xb,

uno de los frecuentemente empleados en las Matemati-
cas elementales, nada dice, por si solo, diferente del pro-
ducto que los caracteres sefialan; es decir, en dichd sim-
bolo el entendimiento no percibe méas que la operacién
por esta forma indicada: hay pues, verdadera relacion
entre elfondo-nlpensamiento 6 jdea que se trata de re-
presentar-y laforma por medio de la cual se represen-
ta; y hasta aqui nada hay de sublimidad, ni aun en el
simbolismo empleado.

Por el contrario:

Las Matematicas Sublimes 6 sea la Andlisis Superior, 6 Teo-
ria de las Funciones, estudian las leyes generales de la can-
tidad y la extension, analizando sus ultimos elementos,
y determinando las relaciones que estos elementos guar-
dan entre si.

Por tanto, si de la investigacion, distinciony compa-
racion de los elementos dichos, la Anéalisis superior vie-
ne en conocimiento de los individuos determinados que
forman la cantidad y la extensidn; siendo aquéllos, se-
gun lo expuesto, muy pequefios, se hace necesario con-
siderar constantemente ‘para“tal“sintesis, un nimero muy
grande de elementos. En este caso las Matematicas su-
blimes comprenden, tanto el estudio de las relaciones en-
tre aquellos elementos, como el de las obtenidas entre
los individuos determinados que asi resultan; y, como
Gnas y otras relaciones necesitan de formas especiales,
ambas comprenden ya todas las formas posibles. En es-
te sentido es aceptable la definicion que el Sr. Herr da
de las Matematicas superiores a saber:

Las Mateméticas Superiores 0 Andlisis se ocupan en la con-
sideracion de todas lasformas en que se presentan las
relaciones que existen entre las cantidades numéricas. 1

Tal definicion parece excluir de la Analisis superior

i Herr: Lehrbuch Der Holieren Mathematick. T. I, pag. 3.
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las ciencias de la extensidn; mas, como éstas, por lo dicho
(n?s 2y 3), comprenden asimismo un concepto cuantita-
tivo, y, por tal causa, susceptible de relaciones numéri-
cas; es manifiesto que dicha definicion abraza también las
ciencias que exponen las leyes de la extension, cuando
proceden por el estudio de los elementos. Es indudable
por otro lado, y seglin lo manifestaremos & poco, que en
la ciencia geométrica hay teorias que no se pueden con-
siderar sino como partes 6 secciones de las Matematicas

sublimes.

5. Caracteres de'sublidinidad.—1? Na-
da mas logico que el procedimiento de las Matematicas
superiores: conocidos los individuos, no se conoce, sin
embargo, la naturaleza de las partes 6 elementos que los
forman; por el contrario, si se conocen la naturaleza, las
leyes, las relaciones de dichos elementos, pueden quedar
bien definidas las propiedades de los individuos compues-
tos: basta al efecto observar la manera como se unen las
partes. Tal operacién es conforme con el axioma:

“El todo tiene por naturaleza la de sus partes.”

2? Entre el conocimiento de las Matematicas supe-
riores y el de las elementales hay la diferencia que va de
conocer & un ente, 6 individuo, por sus propiedades in-
trinsecas y solosus” manifestaciones externas: es evi-
dentemente superior el conocimiento acerca de un libro
por saber lo que contiene, que el adquirido con solo la
vista del mismo.

3? SLr, por ejemplo, designa una cierta cantidad; un
elemento muy pequefio de la misma, tal cual se considera
en la analisis, se expresa por

AX, dx:

las caracteristicas A, d que preceden al todo 6 individuo
del cual dicho elemento se toma, y con las que se repre-
sentan los conceptos denominados infinitamente peque-
fios, 6 infinitésimas, y diferenciales, designan, ademas,
un modo de ser de dicho elemento, su cambio en otro U
otros, la ley, en fin, con que varios elementos se relacio-
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nan, ya para permanecer separados, ya para unirse y for-
mar un todo determinado, reunién que, de un modo es-
pecial, se sefiala en la ciencia con el simbolo

/

inicial de la palabra suma, y que es llamado la integral
de los elementos. Los valores de las magnitudes depen-
dientes del de sus elementos, la relacién entre éstos, la
razén de sus decrementos sucesivos ¢ adiciones respec-
tivas, todo, todo se designa con el simbolo, que podemos
Ilamar sintético,

y — f(x) (1)
Se deduce, pues, que los simbolos
Ax, dx,ff(xj,

denotan relaciones de un orden muy elevado; y por esto,
las Matematicas que los emplean se dominan superiores; la
idea matematica que con dichos simbolos se manifiesta
es superior, en mucho, al simbolismo empleado; el fondo
excede 0 es superior & laforma, y aun por esta razén se
denominan con propiedad Matematicas sublimes las ciencias
que de ellos se valen.

IJ. Dependencea entre Eoselementos.
Tales elementos al relacionarse entre si para manifestar
las propiedades de la cantidad y la extensién, lo hacen
influyendo los unos en los otros, de modo que un cam-
bio, en algun sentido, verificado en aquéllos produce un
cambio 6 variacion determinada en éstos; y el caracter
que asi liga a los indicados elementos se designa en la
ciencia con la palabrafuncién. Si entre los elementos
dichos, no hubiera la relacién de cambio en los Unos por
los cambios verificados en los otros, el estudio de tales
formas (n? 4, 2* definicion), seria imposible; porque se-
res sin relacion alguna carecen de unidad; y, siendo di-
ferentes, nada producen. Luego, si las partes 0 los ele-
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inentos de las cantidades alguna cosa dan, & saber, las
cantidades mismas, es real la relacion indicada; y el es-
tudio de tales formas simbdlicas con las ideas ii que es-
tan Impadas, es el estudio de las funciones. Por tanto, la
reunion de todos los principios y consecuencias que cons-
tituyen el Cdado sudine no puede ser menos que una Teo-
ria he aqui por qué la ciencia que vamos & estudiar pue-
de con toda propiedad Illamarse Teora e las Fundones.

7. Definiciones.—Entre los elementos que,
como se ve, pueden también ser Ilamados cantidades,
pues partes de éstas son, hemos dicho que las variacio-
nes de unos producen cambios 0 variaciones en otros;
pero es claro que el origen de tales cambios ha de estar
arbitrariamente en algunos de ellos, sin referencia a los
otros; mas, verificadas dichas variaciones en los prime-
ros, por la ley de relacion se han de verificar también en
los segundos. Ademas, puede haber cantidades que no
sufran cambio alguno. Cuando en las formas respecti-
vas ocurran casos semejantes, tenemos las siguientes de-
nominaciones;

Cantidad variable, 6 simplemente variable, es la magni-
tud que, en la cuestién-en que se'considera, es susceptible
de tomar, por logeneral sucesivamente, diferentes valores:
variables independientes 0 arbitrarias son las que reciben valo-
res arbitrarios, esto es, sin relacion 6 sujecion a cantidad
alguna; mas, se llaman variables dependientes las que cam-
bian de valor por las arbitrarias variaciones de aquéllas.
Se denominan constantes las cantidades que, en la misma
cuestion, do ca?nbia/i de valor.

Funcion es la forma 6 expresion matematica que tie-
ne dos 6 mas variables de tal modo ligadas, que todo cam-
bio en las linasproduce un cambio 6 variacion en las
otras.

Y como, en tal forma 6 expresidn, siempre puede
darse una de estas cantidades por las otras variables y
las constantes, designaremos en todo lo que sigue, para
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mas sencillez, con la palabra funcion la variable 0 variables
dependientes, y llamaremos variable simplemente, la va-
riable independiente.

Como ejemplos de funciones podemos citar los si-
guientes:

i¢( Si & un colono 6 labrador se le ofrece el premio
a por su trabajo diario; y si, ademas, se le retribuye con
el salario m por cada unidad superficial de terreno que
elabore, la expresion que dé el jornal totaly, para x uni-
dades elaboradas, seré

y —mx -fa; (2)

en la cual, y es la funcién, x la variable, a y m cantida-
des constantes.

2? La Geometria elemental suministra también va-
rios ejemplos de funciones: tales son, entre otros,

C= omr, A=) 2 | (3)

gque expresan, respectivamente, la longitud de la circun-
ferencia y el &rea del circulo, como funciones de la va-
riable r radio.

8. Ildea del lilaiate.—Desde el momento que
una funcién pueda variar, es claro que ha de recibir va-
lores diferentes; pero semejante propiedad no ha de ser
indefinida: algo ha de haber que le ponga un término, y
cuando esto se cumpla, la funcion adquirira en verdad,
un valor propiamente determinado; es decir, un valor tal
que para ella es invariable, 6 no puede cambiar; y este
valor tiene la naturaleza del que hemos llamado constan-
te [n? 7]. Cuando las funciones se encuentran en este
caso, se dice que llegan al limite, 6 que han alcanzado
un limite.

Mas, como la variacién de las funciones depende de
los cambios efectuados en las variables; se deduce, que
tomando éstas un valor constante, aquéllas no pueden ya
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variar: tal condicién generalmente se verificard cuan-
do las variables adquieran O reciban valores absolutos
maés alld de los cuales no hay otros; pero se sabe que los
Unicos nameros absolutos méas alla de los cuales no hay
otros, son cero y el infinito; luego, hacia ésto UGnicamen-
te pueden tender las variables, para que las funciones
lleguen ¢ alcancen a tener un limite, 6 adquieran un va-
lor invariable: éste puede ser cualquiera, luego

Limite de tinafuncidn es el valor que recibirad cuan-
o la variable tienda & cero 6 se acerque al infinito

Asi, por ejemplo, la funcidn

a
y * -as-

para los valores de la variable

o

tiene por limites

Como, por medio de las funciones, las Matematicas
se proponen adquirir una idea 0, tal vez, representar lo
que se verifica en el mundo fisico; y como en éste Na-
tura nonfacit saltus, segin el aforismo de las antiguas
escuelas, claro es que las variables sucesivamente, y por
grados, se han de acercar & cero ¢ al infinito; de aqui es
que, por lo regular, las funciones se acercaran también,
por grados y sucesivamente, al valor limite; y decimos
por lo regular, porque alguna vez acontece que el tran-
sito se verifica bruscamente, y es el caso de discontinui-
dad, llamado también solucidon de continuidad 1 de las
funciones.

i Aunque esta forma 6 expresion esta censurada por los ebunos hablistas, la
ciencia la ha consagrado.
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Esto supuesto, si una funcion se acerca sucesiva-
mente & su limite, es claro que én cada momento, cerca
de él, la diferencia entre el valor de la funcién y el del
limite se hard menor, 6 sera cada vez menor; y de este
modo, pasando siempre la funcién & su limite, carécter
que constituye la continuidad de unafuncién, dicha dife-
rencia terminard por ser menor que toda cantidad abso-
luta, determinada 6 asignable. EIl valor limite, y util en
una funcién, no se crea, empero, que es el infinito, fre-
cuentemente es un nimero determinado y constante; vy,
tanto en este sentido, cuanto por lo que acabamos de ex-
presar, puede también decirse:

Limite de una funcion es el valor constante al cual se
aproxima indefinidamente, sin llegar nunca a igualarlo.

Esta aproximacién indefinida de las funciones & su
limite origina los elementos de que ya hemos tratado (n?
4); y da razén de ser & las infinitésimas, 6 los infinita-
mente pequefios de Leibnitz, bases del Calculo superior.

9. Objeto «le las Matematicas subli-
mes.— Supuesto que estas ciencias, por medio de las
funciones, se proponen estudiar las cantidades con el (fin
de obtener nuevas leyes y verdades que no pueden ser
descubiertas por las ciencias elementales, claro es que la
Teorfa de las funciones debe inquirir todas las propiedades de
las funciones antes del limite, las que resultan con rela-
cion a él y las comparaciones 6 relaciones nuevas, que
en este sentido se originan. Luego la Teoria de las fun-
ciones debe tratar: 1?, del limite y de las propiedades de
lasfunciones con relacién & él; 2?, del desarrollo de las
funciones; y 3?, de las razones 0 relaciones que se pueden
formar entre los incrementos 6 cambios de valores de las
funciones, origidadospor los cambios de las variables, y
los incrementos 6 cambios de estas variables.

0. Clasificacion de las Matemati-
cas superiores.—Las secciones 1? y 2? del n? pre-
cedente forman la parte que se conoce, entre los moder-
nos, con el nombre de Anélisis algébrica; la seccién 3?
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constituye el Célculo sublime ¢ Iniinitesmal, que se subdivide
en Calculo diferencial y Célculo integral, denominaciones que
se explicaran en los lugares respectivos, conocidas que
sean las cuestiones que estudia la Analisis algébrica.

11. Ciencias que se fundan en la
Teoria de las Fianeiones.—Los principios de
esta Teoria se aplican, aun en el campo de las matemati-
cas puras: 1. A inquirir ciertas cuestiones especiales en
las ciencias de la cantidad; vy son: i?, la resolucion y
teoria de las ecuaciones, 0 A lgebra superior; 2?, estudios
acerca de la constitucion intima de los niUmerosy exposi-
cion de sus propiedades permanentes, en todos los siste-
mas posibles de numeracion, 6 Teoria de los niimercs, llamada
también, por Poinsot, Aritmética trascendental. 1. A inves-
tigar ciertas especiales cuestiones en las ciencias de la
extensién; vy, segin que predomine, como medio, la par-
te gréji ca 6 la analitica, resultan los tres ramos conoci-
dos con los nombres de Geometria descriptiva, Geometria anali-
tica y Geometria moderna ¢ superior.

Es evidente, conforme & lo apuntado en el final del
n? 4, que estos tres ramos de la ciencia geométrica, lejos
de ser secciones de las Matematicas elementales, lo son
de las sublimes; luego. es forzoso, concluir, que estas
ciencias no limitan sus investigaciones sélo & las canti-
dades numéricas, si se excluyen de este concepto las
ciencias de la extension, en cuanto comprenden relacio-
nes cuantitativas, segun lo indicado en los n?s 2y 3.
Por tanto, si la definicion del Dr. Herr es verdadera, tie-
ne de aceptarse lo que acerca de ella hemos dieho en el
n? 4 citado.

( Continuara).



