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21, TEOREMAS.—EI objeto que nos proponemos
resume en los siguientes
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Teoremas

ciente diferencial una f ncion

El <o
;nde*)eniﬂent? Fl Incremento de la vanable (ue ha determinado Ta d1-
erencial de 1 funcion.

Decimos, que

f(X) es independiente de Ax 6 dx.

Demos. i?—Todos los ejemplos y teoremas de
que hemos tratado hasta aqui, y, en especial, lo visto en
el n? 19, manifiestan que al tomar el limite de la razén
que constituye el cociente diferencial, por llegar & ser

lim. Ax=o,

desaparecen del segundo miembro de las ecuaciones co-
rrespondientes los términos que contienen dicho incre-
mento; luego el primer miembro de las mismas ecuacio-
nes no puede depender de una cantidad desvanecida 6
anulada.

L. Q. D. D.

2? Como el cociente diferencial se representa por
la tangente trigonométrica del angulo que la tangente
geométrica a un punto cualquiera de la curva forma con el
eje de abscisas (n? 19 teor. 1), dicho cociente dependerd s6-
lo de este angulo, el cual es independiente del incremen-
to de la variable; y resulta de la posicion de la linea
tangente, segun la que tenga el radio en el elemento de
la curva que se considere. Luego el cociente diferen-
cial es independiente del incremento aludido.

L. Q. D. D.

N ota*—La tangente 4un punto de una curva pla-
na cualquiera es Unica y fija, por serlo la perpendicular &
la recta 6 elemento rectilineo de ese punto, que es, ade-
mas, el extremo del radio; y en el Libro I, al estudiar
lo relativo al radio de curvatura, veremos que a una cur-
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va cualquiera, 6 & partes determinadas de ella, corres-
ponden radios fijos.
Corol. El incremento de la wvariable, luego
que determina la derivada o6 diferencial,es Constante,
Demos. La expresién

dy=f(x) dx (h)

es una ecuaciéon homogénea: los dos miembros expre-
san infinitésimas del orden primero; vy, asi como la va-
riacion de X origing, de y, la infinitésima dy del pri-
mer orden, una nueva alteracion de X transformaria la dy
en infinitésima del orden segundo, que se expresa por d2y.
Ahora bien, esta misma alteracion 6 cambio de a: pro-
duciria de f(x) una nueva dx, infinitésima del primer or-
den; vy si en (h) cambiara también dx, magnitud de esta
orden, resultaria la dx2, infinitésima del orden segundo,
que con la dx originada, por lo dicho, de f(x), trasfor-
marian el segundo miembro de (h) en infinitésima del or-
den tercero; y seria una infinitésima del orden segundo
igual & otra del orden tercero, lo que es absurdo. Lue-
go dx en (h) no puede cambiar, 6 es una magnitud cons-
tante, aunque pequefisima.

Como se vera después [n? 30, (i)] una nueva altera-
cion 6 cambio de x en (h) produce la diferencial segunda,
que se representa por

d2 y=f'(x) dx2. ©

N ot SU— Pero en (h) puede variar la magnitud dy,
originando infinitésimas del orden 2?, 3?, &?, por ser f(x),
uno de los factores del producto dy, de ordinario una
nueva funcion.

1. La derivada de una cantidad constante

£5 Cero.

Decimos, que para
y=f(x)=a (cant, const.),

tiene de ser
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dy
dx

Demos. Segln [8]<n se verifica

yi =f+r Ax+r ax 2

=a+o0+o0,
o] Ay=y, — y=a—a=o,
Ay ., dy
0 =0; asi’ -j=¢=0.
AX y d§<('

1. 9. D. D.

Nota. No debe confundirse el limite con la dife-
rencial.
En efecto, siendo a una cantidad constante, se tiene

lim. a=a, da=o;

y es porque la diferencial supone variabilidad por incre-
mentos, lo  queno. puede . suceder en unacantidad deter-
minada ¢ constante: el limite mismose forma por la
adquisicién de un valor de esta especie [Intro.l, n?8]; vy
ya se ve que una magnitud determinada en cada momento
adquiere su propio valor; esto es, queda 6 se hace igual
& si misma.

ReC|procament0 Sl una derivada es si pre igual %
Eoenrsf’ante'a expresion ¢ qUe precede 1o puede ser sino una maghitu

Decimos, que si es constantemente

/

(].) Por sencillez, usando de la formula (8), escribiremos f, P, i"
en vez de f(x), f'(x),
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——=0, 6 dv=o=o0dx,

debe ser

f(x)=a (cant, const.)

D emos.'l Se tiene

luegpo serda antes del limite

=0+c¢c, O Ay=(o+f)Ax=f Ax,
A X :

16) f(x+ Ax)—f(x)=F Ax, 0D

forma general respecto del cambio de la expresidon su-
puesta, de un estado de valor & otro; porque, si cons-
tantemente es cero la derivada, constantemente se repro-
ducira (j); y asi, para dos valores cualesquiera X0, XX
de respecto de los cuales se tenga Xj X0, al dividir
el intervalo Xj — X0 en un ndmero N de partes muy pe-
quefias, iguales & Ax, se verificara

X, — x0= AXx+AXx+AXx+ = n AX;

y, por (j), la diferencia entre cada par de vclores sucesi-
vos de la funcién, correspondientes & los incrementos
Ax, 2Ax, 3AX, , (n—i)ax, nax de la variable,
sera
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f(x0+ Ax)-f(x0) —€ Ax
f(Xo + 2 Ax)— f(Xo + Ax)=E2 Ax

i(x0+3 Ax)—f(x0+ 2AXx)=f3 Ax

(K]

f(x, )—f[xo + (n—1) AxJ=fn AX,
cuya suma es

f(x, )—f(x0)=-(e, + B2+ £3 + ...cccceennn. +fn ) Ax;

por lo que, siendo es, et las infinitésimas mayor y me-
nor de todos los n sumandos contenidos en el parénte-
sis, se sigue

n BAXMSNMIfi2dRB-p -p En ) Ax>n B Ax
0 (x, —X0)B>f(xt)—f(x0)>(x, — Xo) & ;

y como por las [K], es, B, .. tienden indefinida
mente a cero para Ax mas y mas pequefio, resultara en
el limite [P. 1, n? 42 Lema],’

f(x, )—f(x0)=o, 0 f(x, )=f(x0).

Luego, siendo iguales los valores ¢ estados de la
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expresién supuesta f(x), para dos valores cualesquiera
Xj , X0 de la variable, tal expresion no cambia de valor,
6 es una cantidad constante.

L. Q D. D.

De 0tro modo: siendo constantemente por hipétesis,

W tg. T=0,

se sigue
<jr=o

luego, de conformidad con la manera de ser de las curvas,
segun la concepciéon de Leibnitz [n? 3], para un punto
cualquiera 0 elemento rectilineo infinitamente pequefio
de una curva, como aquélla de la figura 3, cuya prolon-
gacion puede muy bien decirse que es la tangente en
dicho punto, resulta ser ésta paralela al eje de abscisas:
igual raciocinio es aplicable al punto ¢ elemento conse-
cutivo, que tiene con el anterior un punto comdn; por lo
que las dos tangentes, pasando por el mismo punto y
siendo ambas paralelas & una misma recta, se confundi-
ran en una sola; y en ésta, los dos elementos. Y como
lo mismo vale para el punto 6 elemento siguiente; lo
mismo para el cuarto, quinto; &?,"las tangentes de todos
los puntos 6 elementos forman con éstos una sola recta:
tal es la razén por qué, en el caso supuesto, la curva de
la figura 3 se trasforma en la recta TR”™ Ox [fig. 6]; vy
asi, que

y=f[X]—TP,

ordenada invariable para todos los puntos de la recta,
sea ciertamente una cantidad constante.
||| El cociente diferencial 6 derivada del pro-

ducto DE NSTANTE ,POR U NCI N Cs ,gVal a la
constante multip tpfcata por el cocignte (ife arencial Oe 12 funcion.

Demmos que para
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y—a f(x),

tiene de ser

|=afW.

D emos". Resulta evidentemente

y, =a f(x+Ax)=a[f+f Ax+f" Ax2],

6 Ay=y, —y=a[f+f" Ax] Ax,
0 L7 TR
6, en fin,
RS | t'?1
1L =
L. Q D. D.
1V. uUna funcién decreciente Y SU derivada, 6

diferencial, tlenen S|p05 Contrarlos.

Decimos, que si la forma

y=f(x)

designa una funcion decreciente, quiere decir, que dis-
minuye su valor creciendo 6 tomando la variable incre-
mentos positivos (P. I, n? 26); debera ser

-fi(x), 0 dy=—f (x) dx.

Demos." Es por hipétesisy, -cy, 0
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Ay=y, —y=f(x+Ax)—f(x)=—[f+ D Ax] A:

-AT=-[f+r'Ax]’

6, en fin,

N = —f(x), y también dy=—f(x) dx (18)

RECiprOCHmente Si 1a derivada 6 el cocignte dife-
rencial de una funciédn es negativo, |a fUﬂC|0n eS decre
clente.

Si

serd f(x) una expresion decreciente.
Demos." Antes del limite se verificara

Ay=—[f(x)+f]AX;
pero como e puede ser tan pequefia como se .quiera, Yy es

AXx positivo, el signo'del'segundo miembro serd siempre
menos; y asi, negativa siempre Ay; esto es

—Ay=y, —Y, 6 y, = y—Ay,
y, <y*=i(x);

luego la FUNCION decrece creciendo la variable.
L. Q D. D

De dos ,funciones creciTntes O decrecien-

V. ,
ces, OJECRA o decrecera mas raﬁn amente aquella de las dos, cuya
erivada sea mayor en valor absoluto.
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Decimos, que respecto de las dos funciones crecien-
tes 0 decrecientes

Y=F(x), y=f(x),
segln que sea

F(x)™f(x),
se verificara
AY~NAY.

Demos. Antes del limite, restando la una diferen-
cia de la otra, se halla

aY —Ay=[F'(x)+a] Ax—[f(x)+/2] Ax
= [F'()—f(x)] Ax+(a—RB) Ax; 1

pero como (a—/?)Ax se acerca indefinidamente a cero, y
es Ax una magnitud positiva; segln que sea

F'(x)—f (x)"jo, © F'(x)" (%),

se verificara

L. D. Q. Q.

y ya seve que AY, Ay miden la magnitud del cambio
en cada una de las funciones; 6 sea la rapidez con que
crecen 6 decrecen.

Corol. Luego, si
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F/x]=f[x],
sera
AY = Ay;
esto es: Si las funciones son crecientes O decre-

cientes y tienen iguales las derivadas, creceran 6
decreceran con la misma rapidez:,

Reciprocamente: de dos funciones crecientes
6 decrecientes, tendrd mayor incremento en calor
absoluta aquélla de las dos que cre2jca 6 decrezca
mas rapidamente.

Porque, si
AY~AY,
sera, por [1],
F'wW ~fIx],
L. Q. D. D.
VI, Sl son siempre iguales dos funciones

una misma variable para valores <cualesquiera de

ésta, |0 serdn también las deriuadas respectiuas.

Decimos, que si son Y, Yy dos funciones de la varia-
ble X, y se verifican para dos valores cualesquiera de las
mismas

Y=y, Y. =y, ;
debera ser

dx dx

Demos.I Sean

Y =F[x]+C, y=f[x]+c [m]



274 CALCULO DIFERENCIAL

las formas de las funciones que, por un cambio de estado,
se convierten en

Y, = F+F ax+F" ax2+C,

y, =f 4 f Ax + " Ax2 4 ¢
por lo cual

Y, —=Y=F" ax+F" ax2+C,

yr—y=f Ax+f* AX2 + ¢
pero siendo por hipétesis,

QLESRAN/ING Vs

serd también

F' Ax+F" Ax2= f Ax+f" Ax2:

y asi, dividiendo por Ax y tomando en seguida el limite,
resulta, en fin,

F'(x>: "» ! 0 £ = E'
L. Q D. D.

Observacion. La reciproca no es generalmente cier-
ta; de manera queé 1as Funciones primitivas, aunque
TENGAN IGUALES LAS DERIVADAS, PUEDEN DIFERIR EN
una cantidad constante. Si se verifica, en efecto,

F'()=f(x),

como por la diferenciacién es cero la derivada de una
cantidad constante [reciproco del teor. 1lI]; resultard
evidentemente,
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F/(x)=F/(x)+o=F/(x)+deriv. de const.,
f(x)=f(x)+o=f(x)+deriv. de const.,

formas que, en el caso méas general, procederdn de las
funciones [m]; siendo pues,

F(x)=flx);

y pudiendo ser

resultaréa

Y —y=[F(x)+C]—[f(x)+c]=C—c=cons.
1.q. D. D

Se sigue de ésta,
Y=y+const.; n)
de modo que, si se conoce la funcion primitiva y de que
procede la derivada f(x), la ecuacién (n) sera la forma

de todas las innumerables funciones que, no obstante el
tener las mismas derivadas que

y=f(x),

pueden diferir todas entre si.
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v

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ALGEBRICAS

1). TEOREMAS FUNDAMENTALES.— Y a sabemos [P. I,
n? 25] JUE son funciones algébricas las que forman
una ecuacién algébrica, €S decir, que se relacionan en
ellas las variables mediante las operaciones de adicion,
sustracion, multiplicacion, division, elevacién & poten-
cias y extraccidon de raices con exponentes 0 indices co-
nocidos. Al presente nos proponemos encontrar los co-
cientes diferenciales de las funciones que afectan las in-
dicadas formas, para lo cual sentamos los siguientes

Teoremas

l. E1 cociente diferencial de una suma algé-
brica DE FUNCIONES DEPENDIENTES DE LA MISMA VA-

RIABLE, es igual & la suma algébrica de los cocientes
diferenciales de las funciones.

Decimos, que si es

y=txvtuzt ... (R)

una expresion en la cual /, v, U, son funciones de
X, de modo que se verifica

t=f(x), v=8(x), U=\{,(X) i, :

deberéa ser
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dy_dt ,dv . du
dx_ dx dx dX

Demos.l Tendremos

y, =y+ Ay=(t+ At)x(v+ Av)x(u+

=tliVvi i uli-

[f+f AX+f" ax]
T[$ + s/ AX+ f ax]

T Ax-f~r  Ax] t

0 Ay=yi —y—|[t, —t]£[v! —v]i[ur—ul]zx ...

= [f+f AXJAX= [+ <" Ax]JAXx2[j'+f axlaxz

6 NZ.= [f+f"  AX]JI [+ AXT£[4 '+ {" AXx]% v,

6 g fW*#'W=z2+'w = --& £+ £+ (19)

L. Q D. D.

Y, de conformidad con la notacién establecida [ecua. (6)],

dy =" dxM*N- dxTr—dxx~~-dxT ............
dx dx dx dx
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=dtxdvxduzx............ ,

formas que son nuevas expresiones del teorema,
fiorol. Si en la ecuacién [fi] fueran constantes al-
gunas magnitudes, de modo que se tuviera

y=azbztuztwz

las derivadas de tales magnitudes serian cero [n? 22,
teor. I1]; y resultaria

=d u dbdw-1-

esto es: la derivada o6 diferencial de una suma al-
gébrica DE MAGNITUDES CONSTANTES Y VARIABLES, OS
igual 4 la suma algébrica dc las deriuadas 6 diferen-
ciales de las magnitudes variables.

. EL COCIENTE DIFERENCIAL DE UN PRODUCTO
DE FUNCIONES DEPENDIENTES DE LA MISMA VARIABLE CS
igual & la suma de los productos que resultan mul-
tiplicando el cociente diferencial de cada una de las
funciones por el producto de las otras.

Decimos, que respecto de la expresion
y=tvuz
enlacual t u, v, z son funciones de X, como
se ha indicado en el teorema anterior; se verificara

¥ =vuz.
dx

(-Continuerd)



