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*21, TEOREMAS.— E l objeto que nos proponemos 
resume en los siguientes
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Teoremas

I. E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  f u n c i ó n  es  
independiente del increm ento de la variab le, que ha determ inado la d i
feren cia l de la función.

Decimos, que

f(x) e s  i n d e p e n d i e n t e  d e  A x  ó d x .

D e m o s . 11 i ?— Todos los ejemplos y teoremas de 
que hemos tratado hasta aquí, y, en especial, lo visto en 
el n? 19, manifiestan que al tomar el límite de la razón 
que constituye el cociente diferencial, por llegar á ser

l ím .  A x = o ,

desaparecen del segundo miembro de las ecuaciones co
rrespondientes los términos que contienen dicho incre
mento; luego el primer miembro de las mismas ecuacio
nes no puede depender de una cantidad desvanecida ó 
anulada.

L. Q. D. D.

2? Como el cociente diferencial se representa por 
la tangente trigonométrica del ángulo que la tangente 
geométrica á un punto cualquiera de la curva forma con el 
eje de abscisas (n? 19 teor. I), dicho cociente dependerá só 
lo de este ángulo, el cual es independiente del incremen
to de la variable; y resulta de la posición de la línea 
tangente, según la que tenga el radio en el elemento de 
la curva que se considere. Luego el cociente diferen
cial es independiente del incremento aludido.

L. Q. D. D.

N o t a * — L a  tangente áu n  punto de una curva pla
na cualquiera es única y fija, por serlo la perpendicular á 
la recta ó elemento rectilíneo de ese punto, que es, ade
más, el extremo del radio; y  en el Libro II, al estudiar 
lo relativo al radio de curvatura, veremos que á una cur
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v a  c u a l q u i e r a ,  ó  á  p a r t e s  d e t e r m i n a d a s  d e  e l la ,  c o r r e s 
p o n d e n  r a d i o s  f i jo s .

Corol. E l  i n c r e m e n t o  d e  l a  v a r i a b l e , l u e g o  
q u e  d e t e r m i n a  l a  d e r i v a d a  ó d i f e r e n c i a l , e s  constante ,  

D e m o s . 11 L a  e x p r e s i ó n

es una ecuación homogénea: los dos miembros exp re
san infinitésimas del orden primero; y, así como la v a 
riación de x  originó, de y, la infinitésima dy del pri
mer orden, una nueva alteración de x  transformaría la dy 
en infinitésima del orden segundo, que se expresa por d2 y. 
Ahora bien, esta misma alteración ó cambio de a: pro
duciría de f(x) una nueva dx, infinitésima del primer or
den; y si en (h) cambiara también dx, magnitud de esta 
orden, resultaría la dx2 , infinitésima del orden segundo, 
que con la dx  originada, por lo dicho, de f(x), trasfor- 
marían el segundo miembro de (h) en infinitésima del or
den tercero; y  sería una infinitésima del orden segundo 
igual á otra del orden tercero, lo que es absurdo. L u e 
go dx  en (h) no puede cambiar, ó es una magnitud cons
tante, aunque pequeñísima.

Como se verá después [n? 30, (i)] una nueva altera
ción ó cambio de x  en (h) produce la diferencial segunda, 
que se representa por

N o t  SU*— Pero en (h) puede variar la magnitud dy, 
originando infinitésimas del orden 2?, 3?, &?, por ser f(x), 
uno de los factores del producto dy, de ordinario una 
nueva función.

II. L a  d e r i v a d a  d e  u n a  c a n t i d a d  c o n s t a n t e  
e s  cero.

Decimos, que para

d y = f ( x )  dx ( h )

d2 y = f ' ( x )  dx2 . (0

y = f ( x ) = a  (cant, const.),

tiene de ser
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dy
dx

D e m o s . 11 Según [8 ]< n  se verifica 

y i = f + r  A x + r  a x  2 

= a + o + o ,

ó A y = y ,  — y = a —a=o,

A y  , dy
o = 0 ;  y asi -¡-¿=0.

A x  dx
l . 9 .  D. D.

N o t a .  No debe confundirse el límite con la dife
rencial.

En efecto, siendo a una cantidad constante, se tiene

lím. a=a , da=o;

y  es porque la diferencial supone variabilidad por incre
mentos, lo que no puede suceder en una cantidad deter
minada ó constante: el límite mismo se forma por la
adquisición de un valor de esta especie [Intro.11, n? 8]; y 
ya  se ve que una magnitud determinada en cada momento 
adquiere su propio valor; esto es, queda ó se hace igual 
á sí misma.

Reciprocamento: s i  u n a  d e r i v a d a  e s  s i e m p r e  i g u a l  á  
c e r o , la expresión  de que precede no puede ser sino una m agnitud  constante .

Decimos, que si es constantemente

(1) P o r sencillez, usando de la  fórm ula (8), escribirem os f, P , i ' '
en vez de f(x), f '(x ) ,
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——= 0 ,  ó  d v = o = o d x ,  
dx

d e b e  s e r

f (x )= a  (cant, const.) 

D e m o s .'1 S e  tiene

, ,  A y  d  y lim .— í - —  -r¿- =  o; 
A x  d x

l u e g o  s e r á  a n t e s  d e l  l ím i t eO

=  O+ c, Ó A y = ( o + f ) A x = f  A x ,
A x  '

Ó f ( x +  A x ) — f ( x ) = F  A x ,  ( j )

f o r m a  g e n e r a l  r e s p e c t o  d e l  c a m b i o  d e  la  e x p r e s i ó n  s u 
p u e s t a ,  d e  u n  e s t a d o  d e  v a l o r  á  o t r o ;  p o r q u e ,  s i  c o n s 
t a n t e m e n t e  e s  c e r o  l a  d e r i v a d a ,  c o n s t a n t e m e n t e  s e  r e p r o 
d u c i r á  ( j ) ;  y  a s í ,  p a r a  d o s  v a l o r e s  c u a l e s q u i e r a  x 0 , x x 
d e  r e s p e c t o  d e  l o s  c u a l e s  s e  t e n g a  x ¡  x 0 , a l  d i v i d i r  
e l  i n t e r v a l o  x ¡  —  x 0  e n  un  n ú m e r o  n d e  p a r t e s  m u y  p e 
q u e ñ a s ,  i g u a l e s  á  A x ,  s e  v e r i f i c a r á

x ,  —  x 0 =  A x + A x + A x +  =  n A x ;

y ,  p o r  ( j ) ,  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  c a d a  p a r  d e  v c l o r e s  s u c e s i 
v o s  d e  l a  f u n c ió n ,  c o r r e s p o n d i e n t e s  á  l o s  i n c r e m e n t o s
A x ,  2 A x ,  3 A X ,  , ( n — i ) a x , n a x  d e  l a  v a r i a b l e ,

s e r á
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f ( x 0 +  A x ) - f ( x 0 ) —e¡ A x

f (X o  +  2 A x ) — f (X o  +  A x )  =  E2 A x

i ( x 0 + 3  A x ) — f ( x 0 +  2 A x ) = f 3 A x

[k]

f(x, )— f [ X o  +  (n— I ) A x J = f n  A X ,  

cuya suma es

f(x, )—f(x0 )=-(e, +  62 +  £3 + .................+fn ) Ax;

por lo que, siendo es , et las infinitésimas mayor y me
nor de todos los n sumandos contenidos en el parénte
sis, se sigue

n Es AX^>^fi “fi E2 d” F3 - p - p E n  ) A x > n  Et A x, 

ó (x, — Xo ) Es > f ( x t )—f(x0 ) > ( x ,  — Xo ) Et ;

y como por las [k], es , Et , ................... tienden indefinida
mente á cero para A x  más y más pequeño, resultará en 
el límite [P. 1, n? 42 L e m a ] , ’

f(x, )—f(x0 )=o , ó f(x, ) = f ( x 0 ).

Luego, siendo iguales los valores ó estados de la
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expresión supuesta f(x), para dos valores cualesquiera 
x¡ , x 0 de la variable, tal expresión no cambia de valor,
ó es una cantidad constante.

L. Q. D. D.

De otro modo: siendo constantemente por hipótesis,

dy
J U t g .  T = 0 ,

se sigue
< j r = o ;

luego, de conformidad con la manera de ser de las curvas, 
según la concepción de Leibnitz [n? 3], para un punto 
cualquiera ó elemento rectilíneo infinitamente pequeño 
de una curva, como aquélla de la figura 3, cuya prolon
gación puede muy bien decirse que es la tangente en 
dicho punto, resulta ser ésta paralela al eje de abscisas: 
igual raciocinio es aplicable al punto ó elemento conse
cutivo, que tiene con el anterior un punto común; por lo 
que las dos tangentes, pasando por el mismo punto y  
siendo ambas paralelas á una misma recta, se confundi
rán en una sola; y en ésta, los dos elementos. Y  como 
lo mismo vale para el punto ó elemento siguiente; lo 
mismo para el cuarto, quinto; &?, las tangentes de todos 
los puntos ó elementos forman con éstos una sola recta: 
tal es la razón por qué, en el caso supuesto, la curva de 
la figura 3 se trasforma en la recta T R ^  O x [fig. 6]; y 
así, que

y = f[X] —T P ,

o r d e n a d a  i n v a r i a b l e  p a r a  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  l a  r e c t a ,  
s e a  c i e r t a m e n t e  u n a  c a n t i d a d  c o n s t a n t e .

I I I .  E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  ó d e r i v a d a  d e l  p r o 
d u c t o  DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION, CS ¡gUal á la
constante  m ultip licada por el coc iente  diferencial de la función.

Decimos, que p a r a
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y — a  f ( x ) ,
tiene de ser

| = a f W .

D emos". Resulta evidentemente

y ,  = a  f ( x + A x ) = a [ f + f  A x + f '  A x 2 ] ,

ó  A y = y ,  —  y = a [ f  +  f "  A x ]  A x ,

ó  i H r + e  ^
ó, en fin,

Í í = a f ( * ) .  t ' ? 1
dx

L. Q. D. D.

IV. U na f u n c i ó n  d e c r e c i e n t e  y su d e r i v a d a , ó 
d i f e r e n c i a l , tienen s i p o s  contrarios.

Decimos, que si la forma

y = f ( x )

designa una función decreciente, quiere decir, que dis
minuye su valor creciendo ó tomando la variable incre
mentos positivos (P. I, n? 26); deberá ser

-fi(x), ó d y = —f  (x) dx.
dx

D emos." E s por hipótesis y, - c  y, ó
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A y = y ,  — y = f ( x + A x ) —f(x) = —[ f  +  D Ax] A:

- A T = - [ f + r ' A x ] ’

ó, en fin,

^ = —f(x ) ,  y también d y = —f ( x )  dx (18 )

Recíprocamente: si l a  d e r i v a d a  ó e l  c o c i e n t e  d i f e 
r e n c i a l  d e  u n a  f u n c i ó n  e s  n e g a t i v o , la función e s  decre
ciente.

Si

será f(x) una expresión decreciente.
D e m o s . "  Antes del límite se verificará

A y = — [f( x ) + f ]A x ;

pero como e puede ser t a n  pequeña como se .quiera, y e s  
A x  positivo, el signo del segundo miembro será siempre 
menos; y  así, negativa siempre A y ;  esto es

— A y = y ,  — y, ó y , =  y — Ay,

y, <y*=í(x);

luego la FUNCIÓN d e c r e c e  c r e c i e n d o  l a  v a r i a b l e .
L. Q. D. D.

V. D e  d o s  f u n c i o n e s  c r e c i e n t e s  ó d e c r e c i e n 
t e s , crecerá ó decrecerá m á s  rápidamente aqu élla  de las dos, cuya  
derivada sea mayor en valor  absoluto.
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Decimos, que respecto de las dos funciones crecien
tes ó decrecientes

Y = F ( x ) ,  y = f(x ) ,

según que sea

F ( x ) ^ f ( x ) ,

se verificará

A Y ^ A y .

D emos.11 Antes del límite, restando la una diferen
cia de la otra, se halla

a Y — A y = [ F '( x ) + a ]  A x —[f(x )+ /2] A x

=  [F '(x)—f(x)]  A x + ( a —/3) Ax; [1]

pero como (a—/?)Ax se acerca indefinidamente á cero, y 
es A x  una magnitud positiva; según que sea

F '(x)—f  (x)^jo, ó F '(x )^ f(x ) ,

se verificará

L . D. Q. Q.

y  ya  se ve que A Y , A y  miden la magnitud del cambio 
en cada una de las funciones; ó sea la rapidez con que 
crecen ó decrecen.

Corol. Luego, si
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F /[ x ] = f  [x],

será

A  Y  =  A y ;

esto es: si l a s  f u n c i o n e s  s o n  c r e c i e n t e s  ó d e c r e 
c i e n t e s  y  t i e n e n  i g u a l e s  l a s  d e r i v a d a s , crecerán ó  
decrecerán con la misma rapidez:,

Recíprocam ente: d e  d o s  f u n c i o n e s  c r e c i e n t e s  
ó  d e c r e c i e n t e s , tendrá m ayor incremento en calor 
absoluta aquélla de las dos que cre2¡ca ó decrezca 
más rápidamente.

Porque, si

A Y ^ A y ,

será, por [1],

F ' W ^ f l x ] ,

L. Q. D. D.

V I .  S i  s o n  s i e m p r e  i g u a l e s  d o s  f u n c i o n e s  d e  
u n a  m i s m a  v a r i a b l e  p a r a  v a l o r e s  c u a l e s q u i e r a  d e  

é s t a , lo serán también las deriuadas respectiuas.

Decimos, que si son Y , y  dos funciones de la varia
ble x, y  se verifican para dos valores cualesquiera de las 
mismas

Y = y ,  Y .  =  y, ;

deberá ser
d Y  dy
dx dx

Demos.11 Sean

Y  =  F [x ]  +  C, y = f [ x ] + c  [m]



las formas de las funciones q u e ,  por un c a m b i o  d e  e s t a d o ,  
se convierten en

Y ,  =  F + F  a x + F "  a x 2 + C ,  

y , = f  4- f  A x  +  f" A x 2 -I- c;

por lo cual

Y ,  —Y  =  F '  a x + F "  a x 2 + C ,  

y r — y = f  A X + f "  A x 2 +  c; 

pero siendo por hipótesis,

Y ,  -  Y - y ,  -  y,

será también

F '  A x + F "  A x 2 =  f  A x + f '  A x 2 ;

2 7 4  CALCULO D IF E R E N C IA L

y  así, dividiendo por A x  y tomando en seguida el límite, 
resulta, en fin,

F ' (x> = ' » '  ó £ : = E '
L. Q. D. D.

Observación. L a  recíproca no es generalmente cier
ta; de manera que l a s  F u n c i o n e s  p r i m i t i v a s , a u n q u e

TENGAN IGUALES LAS DERIVADAS, PUEDEN D IF E R IR  EN
u n a  c a n t i d a d  c o n s t a n t e . Si se verifica, en efecto,

F'(x)=f(x),

como por la diferenciación es cero la derivada de una 
cantidad constante [recíproco del teor. II]; resultará 
evidentemente,
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F /( x ) = F /( x ) + o = F /(x)+deriv. de const.,

f ( x )= f (x )+ o = f( x ) + d e r iv .  de const.,

formas que, en el caso más general, procederán de las 
funciones [m]; siendo pues,

F(x)=flx);

y  pudiendo ser

resultará

Y —y = [ F ( x ) + C ] —[f( x ) + c ]= C —c=cons.
l . q. D. D.

Se  sigue de ésta,

Y = y + c o n s t . ;  (n)

de modo que, si se conoce la función primitiva y  de que 
procede la derivada f(x), la ecuación (n )  será la forma 
de todas las innumerables funciones que, no obstante el 
tener las mismas derivadas que

y=f(x),

pueden diferir todas entre sí.



2 j 6 CALCULO D IF E R E N C IA L

IV

D E R IV A D A S DE L A S  FU N CIO N ES A L G E B R IC A S

22 . TEOREMAS FUNDAMENTALES.— Y  a sabemos [P. I, 
n? 25] que s o n  f u n c i o n e s  a l g é b r i c a s  l a s  q u e  f o r m a n  
u n a  e c u a c i ó n  a l g é b r i c a , es decir, que se relacionan en 
ellas las variables mediante las operaciones de adición, 
sustración, multiplicación, división, elevación á poten
cias y  extracción de raíces con exponentes ó índices co
nocidos. A l presente nos proponemos encontrar los co
cientes diferenciales de las funciones que afectan las in
dicadas formas, para lo cual sentamos los siguientes

Teoremas

I. E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  s u m a  a l g é 
b r i c a  D E  F U N C I O N E S  D E P E N D I E N T E S  D E  L A  M IS M A  V A 

R I A B L E ,  es igual á la suma algébrica de los cocientes 
diferenciales de las funciones.

Decimos, que si es

y = t ± v ± u ± .................  (ñ)

una expresión en la cual /, v, u , son funciones de
x, de modo que se verifica

t= f(x), v = $ ( x ) ,  u=\¡,(x),.................. ;

deberá ser
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d y _ d t  , d v  . du

d x _ d x  d x  d x  ......................

D e m o s .11 Tendremos

y ,  = y +  A y = ( t  +  A t ) ± ( v +  A v )± (u +  - - -

= t l  i V i  i u I i -  -  -  -

=  [ f + f  A X + f '  a x ]

T [ $  +  <¡!/ A X  +  f  a x ]

T  A x - f  ̂  A x ]  t

± .........................................

ó A y = y i  — y — [t, — t ]± [v !  — v ] i [ u r — u ]±  ..........

=  [ f  +  f '  A x ]A  X ±  [<£/ +  <?)" A x ] A x ± [ j ' + f  a x ] a x ±

ó ^ Z .  =  [ f + f '  A x ] i  [<|) +<̂ )// A x ] ± [ 4 ' + { "  A x ] ± ..............

6 g _ f W ± # ' W ± + ' w ± - - & ± £ ± £ ±  (19)

L. Q. D. D.

Y , de conformidad con la notación establecida [ecua. (6)],

d y = ^  dx^*^- dxT^— dx±~~- d x T ............
dx dx dx dx
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= d t ± d v ± d u ± ..................,

formas que son nuevas expresiones del teorema,
fíorol. Si en la ecuación [ñ] fueran constantes al

gunas magnitudes, de modo que se tuviera

las derivadas de tales magnitudes serían cero [n? 22, 
teor. II]; y  resultaría

e s t o  e s :  l a  d e r i v a d a  ó  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  s u m a  a l 
g é b r i c a  DE MAGNITUDES CONSTANTES Y  VARIABLES, OS

igual á la suma algébrica dc las deriuadas ó diferen
ciales de las magnitudes variables.

II. E L  COCIENTE D IF E R E N C IA L  DE UN PRODUCTO 
DE FUNCIONES D EPEN D IEN TES DE LA MISMA VA RIA BLE CS

igual á la suma de los productos que resultan m ul
tiplicando el cociente diferencial de cada  una de las 
funciones por el producto de las otras.

Decimos, que respecto de la expresión

se ha indicado en el teorema anterior; se verificará

y = a ± b ± u ± w ±

= d u  dbdw-1-

y = tv u z

en la cual t, u, v ,  z, son funciones de x, como

dy-rY-=VUZ . . .
dx

(-Continuará )


