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(Continuación de la página 278, Núms. 99, 100 y 101)

D e m o s ." P o r q u e  s ien d o, c o m o  se  h a  dicho,
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t = f ( x ) ,  v = $ ( x ) ,  u = ^ ( x ) , .

y  con sid eran d o la form a co m p leta  del cam bio  de  estado 
[ecua. (8)], tendrem os:

{■lasa 1?: con dos fa c to r e s , com o t, v,

y.i =  ( t + A t ) ( v + A v ) = t ,  v ,

= ( f + f  A x  +  f '  A x 2 fcp + f  A X  +  $ "  A x 2 )

A x 3 +  <p" f" A x 4 ,(?) f+í> f A x + ( f  f ' A x 2 + 0 '  f"
+<?>'f +  * " f

+  <?>"f

A y — y j  —  y — q> f

+ * ' f
AX+d> f '

W f
+  09" f

A x 2 +  .

^ y = 0  f + <p' f-p (]> f"
A X  +  (// f

+  <P"{

A X + .

y, com o d esap arecen  en el lím ite tod os los térm in os que 
tienen el factor A x ,  resulta, en fin,

í j y = 0 f + f  0 ' = = v <? L  +
d x  d x  d x

ó d y = v  — d x  +  t —-  d x = v  d t + t  dv.
d x  d x

{ÜasQ 2?: ton tres fa cto res , com o t, v, u, haciend o 
T =tv,
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y = t v u = T  u; 

d e  donde, por la aplicación del caso 1?,

d y  d T  , T-du / dt , (ivs , , du 

d i = u  d C  +  d i  =  “ (v  3 i + t d l ) + t v d i

dt d v  , . du 
-VU-j— +  tu—  +  tv— , 

d x  d x  d x

ó d y = v u ^ -  d x + t u ^  d x + t v —  d x
d x  d x  d x

= v u  d t+ tu  d v + t v  du.

G a s o  3 ?: con cuatro fa cto re s , com o t, u, v, z, h a ­
ciendo

T — tvu, 

y z r t v u z — T z; 

de  donde, por la ap licación del caso a n terior .,
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Y  así, fund ándose cad a vez  en el caso presedente, 
resultará  p ara  un núm ero cualquiera  de factores, como

— v u z .  . .d t-f-tu z  d v + t v z .  . .du-f-tvu . . . . . .  [21]

otras e x p re s io n e s  del teorem a.

1? S i  la ecuación [21]  se divid e por el producto  de 
todas las funciones tend rem os

d y  , d y  dt . dv  . du .
o - 2 =  _H p _  + ................... ,

t v u z . . . .  y  t v z

q u e  dice: e l  c o c i e n t e  q u e  s e  o b t i e n e  d i v i d i e n d o  l a

D I F E R E N C I A L  I ) E  U N  P R O D U C T O  D E  F U N C I O N E S  PO^. E L

m i s m o  p r o d u c t o ,  es iqual á la suma de los cocientes 
que resultan de diuidir por cada función la diferen­
cial respectiua: l lám ase esta  form a la d ife r e n c ia l log a ­
rítm ica . ( 1 )

y — tvuz

L .  Q. D .  D.

S o n  tam bién

Corolario

( i ) Se  Je da este nombre por una cierta analogía que tiene con el logaritmo de 
un producto; y  por lo que se verá después.
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2? S i  la expresión , sup u esto  del teorem a, es

y = ( v u z .  - .  . ) t— A  F ( x ) ,

á  saber: el prod ucto  de una constante  por una función, 
el resultado será  el prim er térm in o de  la (20), por a n u la r­
se los demás; esto  es:

f e ( v u z  ) ^ = A F ( x ) ,
d x  d x

Ó se a  EL PRODUCTO DE LA CONSTANTE POR EL COCIENTE
d i f e r e n c i a l , ó d e r i v a d a  d e  l a  f u n c i ó n , v e rd a d  y a  c o ­
nocida por el teor. Ill del n? 21; lu e g o  este teo rem a  es 
un corolario  del II actual.

P o r  tanto, si se tiene

y-—  A  F ( x ) — A  x,

resultará

de conform idad con el corolario  1? del teor. I, n? 19; y  
así: LA DERIVADA d e l  p r o d u c t o  d e  u n a  CONSTANTE 
p o r  u n a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e , es igual á la cons­
tante.

III. E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  un  q u e b r a d o  
ó  c o c i e n t e  d e  f u n c i o n e s  d e p e n d i e n t e s  d e  l a  
misma v a r i a b l e ,  es igual al denominador multi­
plicado por el cociente diferencial del numera­
dor, menos el numerador multiplicado por el cocien­
te diferencial del denominador; diuidida la diferen­
cia por el cuadrado del denominador.
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E sto  es, para

y  —  -  (m)

verificándose

d eb e  ser

t — f(x), v =  4>(x),

dt . dv
v  1 —

d y   d x  dx

d x —  v 2

, v  d t— t dv
o d y = ----- — ------.

D e m o s .11 S e  infiere de (m) 

y v — t;

y, por el teo rem a  anterior,

y  d v + v  d y — dt,

j  i .  j  n  t , v  d t— tdvo v  d y — dt— y d v = : d t — _ d v z z -  -
v  v

i v  d t— t dv
d y = ---- — — ,

una de las formas de teorem a.

D e  o t r o  m o d o :  p o n iend o por t  y  v  los va lo res  r e s ­
pectivos, el n u evo  estado de la función será
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-  f + f  A x + f '  A x 2 
^ 1 Ax+<^>" A x 2

a _  _  f + f  A x + f '  A x 2 f
y — y ' <+}+/ Ax+<?>" A x 2 <|>

J 0  f  A x + < 0  f '  A x f -  f  <b' A x — f  </>" A x 2 
<Ü)2 <p A x - f f i  <P" A x 2

A y  0  f — fi>'+c5f '  A x — f  <D" A x .
A x -  ^2 + 0  0 ' A x + 0  <?" A x 2 ’

y, por ser lím. A x ~ o,

dt d v
d y  (I> f — f    V d x  d x  /22\
d x  <02 v 2

L .  o .  D .  D.

S e  d ed u ce  de ésta,

dt j  . d v  , 
v  _  d x  —  t —  dx  

, d x  d x  v  dt— t d v
d y = -  75--------------= — t í — >

com o antes; y, com o en el caso del corolario i? del t e o ­
rem a precedente, resulta la d ife r e n c ia l lo g a rítm ica  ( 1 )

( O  Se le da este nombre por una cierta analogía que tiene con el logaritmo de 
un cociente.
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d y _  dt d v  

y  t v

Corolarios

i? Si es t = a  can tidad constante  en (m), d e s a p a r e ­
c e  en la (22) el p rim er término; y  será

d v

=  ó  d y = - — ;
d x  v 2 v2

e s  decir:  l a  d i f e r e n c i a l  d e  u n  c o c i e n t e ,  c u y o  n u ­
m e r a d o r  es  c o n s t a n t e ,  c s  igual al nociente que re­
sulta de diuidir el producto del diuidendo g la dife­
rencial del diuisor, por el cuadrado de éste, toman­
do el cociente con signo contrario.

I V o t s i . — E s t e  corolario  es el teorem a IV , n? 21, en 
o tra  forma; p ues  que

a

es una función decreciente; y  así que la d er iva d a  ó d ife ­
rencial te n g a  s ig n o  contrario.

2? S i  en la  misma ex p re s ió  (m) es v = a  (constante), 
d e sa p a re c e  en la (22) el s e g u n d o  término; por lo q ue  se 
reduce á

d y ;
d x

dt

d x 1 dt 
a d x ’

ó  d y  =  — - dt,
a

lo q ue  es una con secuen cia  del teor. III n? 21; pues
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esTel p roducto  de la constante  —  por la variab le  ó fun-
cl

ción t.

IV .  E l  c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  p o t e n c i a  

d e  l a  v a r i a b l e ,  es igual al exponente multiplicado 
por la potencia de la misma uariable, cupo exponen­
te es de la unidad menor que aquél.

P ara

y = x m,
d eb e  ser

m x m_1 , ó d y = m x m—1 dx.
d x

D e m o s .11 C o m o  el e x p o n e n te  m  p ued e ser un n ú m e ­
ro entero, q ueb rad o  ó negativo , se tiene:

i . er c a s o :  si es ni un núm ero entero,

y = x m = x  x x  m veces;

y  por el teor. II, corol. 1?,

d y  d x  d x  dx  
 -  +  +

d x
. m veces  =  m — , 

x

d y = m x ni—1 dx. (23)
L .  Q.  D .  D.

D e  ésta  sale

a

u n x m' - r , (24)
d yJ ---t
d x
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la  o tr a  fo r m a  d e l  t e o re m a .

2? c a s o :  si m e s  n e g a t iv o ,  r e s u l ta

y  =  X ~ m =  —  
1 x n

y  p o r  el  c o r o la r io  i?  p r e c e d e n t e  y  el caso i "  

d ( x m)

d y _  d x  _  m x m— 1

d x  ( x m) 2 x 2

• r
3 . "  c a s o : si m = -  e s  n ú m e r o  fra cc io n a r io ,  p o r  lo  cual

s
r < s ;  y  a m b o s ,  n ú m e r o s  e n te r o s ;  t e n d r e m o s

r

y = x s , ó  y s =  x r ; 

y ,  p o r  e l  c a s o  1?,

s y s— 1 ^ = r x r— I, 
d x

^1  J L  2£ l l  = L  xr~ 1 _  í  yt—i—r +£ = £  x r - i .  
d x  s  y s— 1 s r(s— O s s s

\ o l í l . — S e  v e  p ues, q u e  s e a  cu a l  fu e r e  e l  e x p o n e n ­
te, el r e s u l ta d o  es  la  e c u a c ió n  (2 3 )  ó  (24), q u e  n o s  p r o ­
p o n ía m o s  d e m o s tr a r .
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D e  o t r a  m a n e r a : un n u evo  estad o  de  la función
será

y, -  y + A y = ( x + A x ) m, 

ó A y = y i  — y —( x + A x ) m— xm =  xm

= x m[ (  1 + ^ ) ™  — i J ,

ó ^ y _ x m   = x m- '   ÜL , (n)
A x  A x  A x

x

ó, tom an d o el límite,

A x y “ —  I

=m x 1
d y  ( l d “ x  1
jT^x™- 1 lim--------*---------- =in x ■ ,
d x  A x

x

com o antes: el v a lo r  m  se obtiene, y a  p orqu e e s c r ib ie n ­

d o ^ ^ ,  se sabe, p or  la P. I, n? 43, corol. 5?, que
x

( i _A^\m—  j
, ,  K ±  X } y  ( l + á ) m-  I
lim. —  -------------------=  lim.--- —̂ ■— 4----  = m ;

A x  o

x

y a  porque, ap lican do la fórm ula b inom ial á [n], se o b t ie ­
ne d irectam ente
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( l + ^ L ) m  _  x
Ay__xm-i v X ; _
A x A x

X

, + m  ( ' )  ( ¿ L ) ’ + .............
¡ x „ - ,  X I X /  x T _________

A X

X

=  m x m— I

ó por razón del límite, pues  que d esap arecen  todos los
. . A x

te r m in o s  q u e  t ie n e  el  fa c to r  — ,
x

^ = m x " w  . 
d x

N o t a . — E sta  dem ostración es general,  p or  serlo el 
teo rem a  de  que se infiere el corolario  citado, com o se h a  
v is to  en el lu g a r  aludido. A d e m á s ,  la fórm ula del b in o ­
m io es  tam bién g en eral,  p or  lo e x p u e s to  en la P. I, 
L .  II, n? i 20.

Consecuencias 

i 1.1 S i  m —  % ,  de

V2 —  y = x m — x — V x

sale
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d y  d ( V x  ) d ( x ^ )  i , ,
= ~ ^ r = / 2 X  = — =■ °  d >'d x

2 2 v/X

2? S i  m = — i, de

feale

d y =  d ( x  ») y —2—   1
d x d x

j d x  
J _  x 7 '

23. DERIVADA DE UNA RAIZ,— L a  con secuen cia  1? 
es  un caso  particular  de la form a m uy m ás g en era l

m

y = V x " ;  [ñ]

y  respecto  d e  ésta  tene m os el s igu ien te

Teorema. El c o c i e n t e  d i f e r e n c i a l  d e  u n a  r a í z  

d e  l a  v a r i a b l e ,  es igual á la misma raíz diuidida 
por el producto del exponente radical y la cantidad 
subradical respectiua; ó es también igual á la unidad 
diuidida por el producto del exponente radical y otra 
raíz del mismo índice, cuyo rubradical tiene por ex­
ponente el índice menos uno.

A s í  que, respecto  de  [ñ], debe ser

d y _  V x _  i
d x  m x  m.-------

m Vxm—1

. . .  •• 1 _ 
D e m o s . P o r  el teorem a I V  p re ce d e n te  resulta
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m JL i

c l y _ d ( v ' x  ) _ ó ( x m) _  I X̂ ' ~ I
d x  d x  d x  m"

=  — x 
ni

m x

m V x
L. Q. D. n.

[25]

Í ? = I >
d x  m

 I
i ni

x"ñT d  x

m x  m x
L. Q. D. D.

24. DERIVADA DE LAS FUNCIONES INVERSAS.- Y a  se 
s a b e f P .  I, n? 26], q ue  una función es simétrica entre dos 
■ó m ás variables, cuando éstas p u ed en  cam biarse entre s í  
de todas la s m an eras posibles, s in  que se a ltere e l  v a lo r  
de la  fu n c ió n ;  y  es inccrsa  s i  resuelta  con relación á  ca­
ria tena de ellas,, a d quiere la  exp resión  valores d iferentes.

Si pues, co n sid e ran d o  la form a

y= f(x ) ,  [o]

q u e  corresp ond e á la e x p re s ió n  resuelta  p or  razón á y , la

x = F ( y )  [p]

tiene  va lo res  diferen tes de los de aquélla, será  [p] una 
función in versa  de [o]; y  ésta, de  [p]. P a ra  funciones 
s e m e ja n te s lh a y  el s ig u ie n te

Toerem a. Si d o s  v a r i a b l e s  d e t e r m i n a n  e x p r e ­
s i o n e s  q u e  c o n s t i t u y e n  f u n c i o n e s  i n v e r s a s , la derica-  
da con relación ó la tina es el calor recíproco de la 
dericada con relación á la otra.
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P a r a  la s  e x p r e s i o n e s  [o ]  y  [p ]  d e b e  se r

d y _  J_ ^ d x _  i

d x  d x ’ d y ~  d y '

d y  d x

D e m o s . L o s  in c r e m e n to s  d e  las  fu n c io n e s  p u e s ta s  

se rá n

A y = f  A x - f f '  A x 2 , a x = F '  A y + F "  A y 2 ;

y  así

A y  _  i   l   1 .
A x  _  A x  A x  i

A y  f  A x - f - f ”  A x 2 f + f '  A x

ó, en  el  lím ite,

d y

d x  d x

d y f ( x )  d y  

d x

p o r  lo  q u e  sa len : d e  los  d o s  p r im e r o s  m ie m b ro s ,

d y

d x  d x  ’

d e l  s e g u n d o  y  cu arto ,

d x

d y '

d y

i
d x

[26]
L. Q, D. L>.
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N o t a . — :Esta última, con sideran d o la [p], sum i­
nistra

F ( y ) = W =  f [ F ( y ) ]  ;

y  la prim era, con sideran d o la (o),

f f x ' ) —  1 —  1
F '(y ) F ' m r

25. DERIVADA DE UVA FUNCION DE FUNCION.—  
S a b e m o s  por la P. I, n? 23, q ue  f u n c i ó n  d e  f u n c i ó n  es 
la  e x p r e s ió n  so m etid a  á  op era cio n es q u e c o n stitu y e n  u n a  
n u ev a  f u n c i ó n ;  la  q u e , p o r  e s ta r  s u je ta  á o tra s o p era cio ­
nes, f o r m a  o tra  n u ev a  f u n c i ó n , &*: D e  m odo que,
sí por unas op eracio n es  resulta

y — F(t);

p o r  otras,

t= f( u ) ;

p o r  otras  nuevas,

u = * (v ) í

y  así en adelante, hasta  ten e r  por las últimas

z= 4-(x);

el conjunto de tales o p eracio n es  dan la f u n c ió n  de f u n ­
ción

(  Continuará)


