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D emos." Porque siendo, como se ha dicho,
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t=f(x), v=3$(x), u="~(x),.

y considerando la forma completa del cambio de estado
[ecua. (8)], tendremos:

{mlasa 1?: con dosfactores, como t, v,

vi = (t+At)(v+tAv)=t, v,
=(f+f Ax+f Ax2fcp+f AX+$" Ax2)

@ f+i> f Ax+(f f' Ax2+0' f* Ax3 + <" f" Axd,
+<?7>'f + &M f
+ <>

Ay—yj] — y—f AX+d> f' Ax2 + .

o NA TR
+ 09" f

Ny=0f+ pPgfpPEf ax+.
AX + (I f

+ <P"{

y, como desaparecen en el limite todos los términos que
tienen el factor Ax, resulta, en fin,

ijy=0f+f 0" ==v &L +
X dx dx

o] dy=v — dx + t — dx=v dt+t dv.
dx dx

{UasQ 2?: ton tres factores, como t, v, u, haciendo
T=tv,
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y=tvu=Tu;

de donde, por la aplicacion del caso 1?,

dy dT , T-du / dt , (ivs ,, du

di=u dC + di= “(v3i+tdl)+tvdi
v, du
-VU-j— + tu— + tv— ,
X X dx
0 dy=vu”~- dx+tu”™ dx+tv— dx
dx dx dx

=vu dt+tu dv+tv du.

Gaso 3?7 con cuatro factores, como t, u, Vv,

ciendo

T — tvu,

yzrtvuz— Tz,

de donde, por la aplicacion del caso anterior,

z, ha-
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Y asi, fundandose cada vez en el caso presedente,
resultard para un numero cualquiera de factores, como

y—tvuz

L. Q. D. D.

Son también

—vuz. ..dt-f-tuz dv+tvz. ..du-f-tvu ... ..o [21]

otras expresiones del teorema.

Corolario

1? Si la ecuaciéon [21] se divide por el producto de
todas las funciones tendremos

dy d—dé(: i‘H dv .p(1u+.
tvuz.... t v z

que dice: el cociente que se obtiene dividiendo la
DIFERENCIAL I)E UN PRODUCTO DE FUNCIONES PO~ EL
mismo producto, €S iqual & la suma de los cocientes
gue resultan de diuidir por cada funcién la diferen-

cial respectiua: Ilamase esta forma la diferencial loga-
ritmica. (1)

(i) Se Je daeste nombre por una cierta analogia que tiene con el logaritmo de
un producto; y por lo que se vera después.
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2? Si la expresion, supuesto del teorema, es
y=(vuz. -..) t— A F(x),

4 saber: el producto de una constante por una funcidn,
el resultado sera el primer término de la (20), por anular-
se los demés; esto es:

fe(vuz N=AF(x),
dX( )dX (x)

O sea EL PRODUCTO DE LA CONSTANTE POR EL COCIENTE
diferencial, 6 derivada de la funcion, verdad ya co-
nocida por el teor. Il del n? 21; luego este teorema es
un corolario del Il actual.

Por tanto, si se tiene

y—A F(x)—A x,

resultara

de conformidad con el corolario 1? del teor. I, n? 19; vy
asi: LA DERIVADA del producto de una CONSTANTE
por una variable independiente, €S igual a la cons-
tante.

1. E1 cociente diferencial de un quebrado
6 <cociente de funciones dependientes de la
misma variable, €S igual al denominador multi-
plicado por el cociente diferencial del numera-
dor, menos el numerador multiplicado por el cocien-
te diferencial del denominador; diuidida la diferen-
cia por el cuadrado del denominador.
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Esto es, para

verificAndose
t—f(x), v= 4>(x),

debe ser

D emos.l Se infiere de (m)
yv—t
y, por el teorema anterior,
y dv+v dy—dt,

0 v ay—dt—y dv=:dt— t_dvzz\-/ dt—tdv
v v

dy=vdt=tadv

una de las formas de teorema.

De otro modo: poniendo por ty v los valores res-
pectivos, el nuevo estado de la funcion sera
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- f+f Ax+f' Ax2

N AX+<NS" A X 2
a o f+f Ax+f" Ax2 f
y—y' <+}+/ Ax+<?>" A X2 +

JOf Ax+<0f"  Axf- fHAX—Ff < Ax2
<p p Ax-ffi <P" Ax2

Ay 0 f—fi>'+chf' Ax—f <D' Ax.
AX- N2+0 0" Ax+0 < Ax2 '’

y, por ser lim. A x ~ o,

dt dv
dy ¢Ef—f V dx dx /22\
dx (507 v2
L. o. D. D
Se deduce de ésta;
% Et dx — t dv dx

, dx dx v dt—t dv
dy = - - = — ti— >

como antes; y, como en el caso del corolario i? del teo-
rema precedente, resulta la diferencial logaritmica (1)

(O Se le da este nombre por una cierta analogia que tiene con el logaritmo de
un cociente.
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dy_ dt dv
y t \%
Corolarios

i? Si es t=a cantidad constante en (m), desapare-
ce en la (22) el primer término; y sera

dv

= o) dy:__
dx v2 v2

es decir: la diferencial de wun cociente, cuyo nu-
merador es constante, cs igual al nociente que re-
sulta de diuidir el producto del diuidendo g la dife-
rencial del diuisor, por el cuadrado de éste, toman-
do el cociente con signo contrario.

IVotsi.— Este corolario es el teorema 1V, n? 21, en
otra forma; pues que

es una funcion decreciente; y asi que la derivada 6 dife-
rencial tenga signo contrario.

2? Si en la misma expresié (m) es v=a (constante),
desaparece en la (22) el segundo término; por lo que se
reduce a

dt

dx a dx’ a

lo que es una consecuencia del teor. IIl n? 21; pues
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esTel producto de la constante E por la variable 6 fun-
ciéon t

V. EIl cociente diferencial de una potencia
de 1a variable, €S igual al exponente multiplicado
por la potencia de la misma uariable, cupo exponen-
te es de la unidad menor que aquél.

Para

debe ser

mxm_1 , 0 dy=mxm-1dx.
dx

D emos.l Como el exponente m puede ser un niume-
ro entero, quebrado 6 negativo, se tiene:

i.er caso: Si es ni un ndmero entero,

y=Xm=X X X m veces;
y por el teor. Il, corol. 1?2,

dy dx dx dx dx

. + .m veces = m— ,

X
dy=m xni—1 dx. (23)

L. Q. D. D.
De ésta sale

Ei)!]"'Llnxrﬁ—r, (24)

dx
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la otra forma del teorema.

2? caso: si m es negativo, resulta

<
X
=)

y por el corolario i? precedente y el caso i

d(xm)
dy _ dx _  mxm—1
dx (xm)2 X2
L] r ) )
3." caso: si =- es numero fraccionario, por lo cual

S
r<s; y ambos, niumeros enteros; tendremos

y, por el caso, 1?2,

Sys—1”"™ =rxr—I,

dx
AN JL 2E011 =L xr~1 | yt—i—r+£ =£ xr-i.
dx s ys—1 s r(s—O s s s
\olil.— Se ve pues, que sea cual fuere el exponen-

te, el resultado es la ecuaciéon (23) 6 (24), que nos pro-
poniamos demostrar.
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De otra manera: un nuevo estado de la funcién
sera

Y, - Yy+tAy=(x+AXx)m,

0 Ay=yi —y—(X+AX)M—xm= xm

=xm[( 1+~)™ —iJ,
0 "y _xm =xm' (VR , (n)
A X A X AX
X
6, tomando el limite,
AX
W |
d . Id“
j;i"\xTM 1 I|m--£ ————— Q= =i X1
dx A X
X

como antes: el valor m se obtiene, ya porque escribien-

do”™ ™, se sabe, por la P. I, n? 43, corol. 5?, que
X
(i AMN\M— j
. K+ X A |+ -]
lim, — =-mes = {im. (3 aL4——-— =m,
A X o]
X

ya porque, aplicando la férmula binomial & [n], se obtie-
ne directamente
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(+ML)mo o x
Ay xm-i v X _
A X A X
X
,+m( V(L)
X0 - X I1X/ X T
AX
X

= mxm—I

6 por razén del limite, pues que desaparecen todos los

. . A X
terminos que tiene el factor —
X

N ota.— Esta demostracion es general, por serlo el
teorema de que se infiere el corolario citado, como se ha
visto en el lugar aludido. Ademés, la formula del bino-
mio es también general, por lo expuesto en la P. I,
L. II, n? i20.

Consecuencias

i1 Si m— %, de

y=XMm— x2—VXx

sale
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dy d(Vx ) d(x7) i

dx = ~~"Nr=/2X = ; =m °  d= /X
2?2 Si m=—i, de

feale

dy=d(x ») y—2— 1 i dx

dx dx J_ x7'
23. DERIVADA DE UNA RAIZ— La consecuencia

es un caso particular de la forma muy mas general

m

y=Vx"; [A]
y respecto de ésta tenemos el siguiente

Teorema. El cociente diferencial de una raiz
de la variable, €S igual & la misma raiz diuidida
por el producto del exponente radical y la cantidad
subradical respectiua; ¢ es también igual a la unidad
diuidida por el producto del exponente radical y otra
raiz del mismo indice, cuyo rubradical tiene por ex-
ponente el indice menos uno.

Asi que, respecto de [A], debe ser

o - 1 _
D emos. Porel teorema IV precedente resulta

1?
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m JL i
cly_d(v'x ) _o(xm)_ I X '~I_ — X
dx dx dx m" ni
m x
m VX
L. Q D. n.
[25]
: i ni
. X'AT  dx
12=1>
dx m mx mx
L. Q D. D.
24. DERIVADA DE LAS FUNCIONES INVERSAS.- Ya se
sabefP. I, n? 26], que una funcion es simétrica entre dos

mmas variables, cuando éstas pueden cambiarse entre si

de todas las maneras posibles, sin que se altere el valor

de lafunciéon; vy esinccrsa si resuelta con relacién & ca-

ria tena de ellas,, adquiere la expresion valores diferentes.
Si pues, considerando la forma

y=f(x), [0]

gue corresponde a la expresion resuelta por razon ay, la

x=F(y) [p]

tiene valores diferentes de los de aquélla, serd [p] una
funcion inversa de [0]; y ésta, de [p]. Para funciones
semejanteslhay el siguiente

Toerema. Si dos variables determinan expre-
siones que constituyen funciones inversas, la derica-
da con relacion 6 la tina es el calor reciproco de la
dericada con relacion & la otra.
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Para las expresiones [o] y [p] debe ser

dy_ J_ n dx_ i
dx dx’ dy~ dy'
dy dx

D emos. Los incrementos de las funciones puestas

seran
Ay=f Ax-ff' Ax2, ax=F' Ay+F" Ay2
y asi
Ay _ i I 1
Ax _ AX A X i

Ay f Ax-f-f7 Ax2 f+f" Ax

6, en el limite,

dy
dx dx
dy f(x) dy
dx

por lo que salen: de los dos primeros miembros,

dy
dx dx '’
dy
del segundo cuarto,
g y [26]
dx L Q D L=
dy' i

dx
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N ota.— :Esta Ultima, considerando la [p], sumi-
nistra

F(ly)=w = f[F(y)]

y la primera, considerando la (o),

ffx')— 1 — 1
F'(y) F'mr

25. DERIVADA DE UVA FUNCION DE FUNCION.—
Sabemos por la P. I, n? 23, que funcién de funcién es
la expresion sometida & operaciones que constituyen una
nuevafuncién; la que, por estar sujeta a otras operacio-
nes, forma otra nueva funciéon, &*: De modo que,
si por unas operaciones resulta

y— F(b);
por otras,

t=f(u);
por otras nuevas,

u=*(v)i

y asi en adelante, hasta tener por las Gltimas
z=4-(Xx);

el conjunto de tales operaciones dan la funcién defun -
cién

( Continuard)



