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12. Significacion .—La voz analisis—del grie
go ava’vaig, derivado de avaXva, desajar-s\gn'ifica distin-
cion y separacion de un todo para conocer sus principios
0 elementos. Segln la nocién que hemos dado acerca
dé las Mateméticas sublimes (Introd. n? 4), se compren-
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de que esto es lo que ellas se proponen hacer con la can-
tidad; por tanto, el primer paso que las ciencias matema-
ticas deben dar con el fin mencionado, si ha de tener al-
gin nombre, ninguno es mas propio que el de Analisis; y
como tal estudio se verifica por medio de las reglas del
algebra, de aqui que la introducciéon de las Matematicas
superiores, 6 sea Teoria de las Funciones, en el estudio
de la cantidad, considerando los elementos, se haya lla-
mado, con propiedad y rigorismo, Analisis algébrica, nom-
bre que, por primera vez, fué usado por Cauchy. '

En la acepcién méas general, la andlisis algébrica
considera y estudia las relaciones que existen entre las
cantidades conocidas y las incdgnitas, expresandolas por
medio de ecuaciones; mas, si la parte de la Teoria de las
Funciones de que ahora tratamos, hace lo mismo, no es-
tudia 6 investiga dichas relaciones de un modo cualquie-
ra, sino que penetra en la intima esencia de la cantidad,
en los elementos que la constituyen; y prepara de este
modo, el extenso camino que las Matematicas superiores
han de recorrer para llegar al término que se proponen.

La Analisis algébrica dispone, pues, el espiritu pa-
ra el estudio de elevadas cuestiones analiticas, y afade
nociones filoséficas, en mucho superiores a las especula-
ciones del algebra elemental. Se infiere, por tanto, que
esta ciencia es una verdadera-parte 6-rama de la anali-
sis general & superior, si los conocimientos cientificos,
para ser accesibles & la inteligencia humana, han de for-
marse de divisiones metadicas.

13. Definicion de la Analisis Alge-
brica.—Todo lo dicho hasta aqui y lo expuesto en los
n°’f 8 y 9, acerca de los valores constantes que reciben
las funciones, facilitan la inteligencia de la definicién que
vamos & dar: examinar las propiedades de las funciones
por los cambios que verifican en las cantidades los ele-
mentos que las componen, es el objeto de la Analisis
algébrica. De esta manera afirmamos, que

La Andlisis Algébrica es la parte de la 'Teoria de las
Funciones, 6 Matematicas sublimes, que se propone estu-
diar los cambios de lasfunciones originados por las va-
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riables, antes de que éstas y aquéllas adquieran valores
determinados.

Observacion.— Estudiar las funciones en los limites y
descubrir las nuevas relaciones que se originan entonces,
es el objeto de la otra parte de la Teoria de las Funcio-
nes llamada, en plural, Calculos Infinitesimales.

La Analisis algébrica comprende, pues, el estudio
de las cuestiones indicadas en los casos i? y 2? del n? 9,
y, por razén del método, dividimos el tratado en dos Li-
bros: en el | se expondra lo relativo al caso 1?, esto es, se
tratara del limite y propiedades de lasfunciones con rela-
cion a él; en el Il se investigara sobre el desarrollo de
lasfuncionesyque no es otra cosa que la teoria de las
series.

LIBRO |

DEL LIMITE Y PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES

CON RELACION A EL

PRELIMINARES

14. Cxpre8ion simbdSica.—Ya sabemc
que funcién es la forma 6 expresién matematica que tie-
ne dos 6 mas variables: la relacion entre una funcion y
su variable se representa simbdlicamente por

fix], FIx], <DIx], cr[x] *P[x],
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de modo que para 37~+2, si llamamosy el valor que ad-
quiere esta forma variando x, se tendra

y=3x+2, 6 y=Ff(x)=Ff(X)= civnvienns

15. Expresidon de constantes.—El sim-
bolismo de que hablamos sefiala s6lo la dependencia de
y respecto de x; mas, como al mayor 6 menor valor de
la funcién contribuyen también las cantidades constantes
que entran en ella, algunas veces puede ser util sefalar
tales constantes; asi, la expresion

yzzax3—x, puede representarse por y=f(a.x).

16. Funcidon con muchas variables.
Cuando haya en una funcién muchas variables s6lo una
sera la dependiente; las demas son variables indepen-
dientes. En la expresion

3X2— b.log. y—z+k.vzzo,

puede ser cualquiera de ellas la funcion ¢ variable de-
pendiente; y como ésta depende de las otras, sera, por
ejemplo,

z=3x2+ kv—b.log. vy, 6 z=f(x, vy, V).

17. Ley de valores.—En una expresion
matematica, como

y=i+2x;

por ser una ecuacion indeterminada, vemos que X puede
recibir valores diferentes; pero entoncesy recibira tam-
bién valores diferentes; de modo que esta ley de valores
0 cambios se dara por el siguiente cuadro
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por tanto, si X pasa continua y sucesivamente de o & i,
y también pasard de la misma manera de i 4 3: estoy
no otra cosa sefiala la expresién puesta.

Si consideramos otra forma, como

y=3x2-f 5x=x(3x+5),

resultara el cuadro

X— 0 i 2 3 4 00

y:082242 68 (¢9]

y en este caso, si bien por pasar x de o & 1 y pasa con-
tinuamente, y del mismo modo, de o & 8, sin embargo,
el valor de la funcién crece mas rapidamente que el de la
variable.

18. Simbolo de cantidades.—A mas del
simbolo con que se representa la relacion de dependen-
cia entre una funcion y su variable, hay otros para sefa-
lar estas mismas cantidades: generalmente las variables
se designan por las letras ultimas del alfabeto, ya sean
funciones 0 variables independientes, mientras que las
cantidades constantes se representan por las primeras
letras del mismo alfabeto.

19. Extension de los simbolos.—Debe
notarse también que el simbolo

y=f(x)
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expresa, no solo una funcion determinada, como
y=ax2-f-c—b;

sino 6tras de cualquier forma, con las restricciones que
a poco veremos; asi la forma [a] puede igualmente re-
presentar las relaciones

y=b.sen x, y=sen x+c.log. x, y=ax, (b)

Pero, si en el mismo calculo se consideran diferen-
tes depencias, entonces forzoso es emplear simbolos
diferentes: si las expresiones [b], por ejemplo, resultan
de una misma cuestién, se usaran para ellas los simbolos.

Y—Tf[x], y=F[x], y=f[x]. ...

Nota.— Se comprende, por la significacién de estos
simbolos, que

y=f(x),

por ejemplo, no dicef multiplicada por x, 6 sea un signo
de producto.*

SO. Relacion de valores.—Se ha indica-
do [n? 17] que, si en dichas formas se dan a la variable
diferentes valores, la funcién recibe valores correspon-
dientes. Esta correspondencia no significa, empero, que
los valores mencionados de la variable y funcién sean
siempre adecuados los Unos & los otros 6 sean de la mis-
ma naturaleza; lo que se quiere decir con esa palabra
es, que un numero indefinido de valores recibidos por la
variable, produce en la funcién otro nimero indefinido de
valores. Mas, si las funciones que se consideran son
continuas, denominacién que se explicarad después, habra
perfecta correspondencia, como se vera al tratar de la
continuidad de lasfunciones.
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Sea ahora la ecuaciéon

y=Vs2~ x2;

en ésta, .r puede tomar valores cualesquiera positivos,
negativos, reales, imaginarios y complejos; pero no to-
dos los dey tendran el caracter de los de x: los valores
reales de la variable se hallan entre +00 y — 0; mas, si
adquiere valores mayores que S, resulta

y=Vs2—x2 =\/~(x2—s2),

que, como sabemos, representa un ndmero imaginario;
y, por lo mismo, de una especie diferente de los de X:

para x=o, es y=s,
y P Xx*is, P y=o0;

luego, los valores reales de la funcion estan entre los li-
mites

«

para x>ts, y se hace imaginaria. La falta de adecua-
cion entre los valores de la funcién y los de la variable,
constituye la discontinuidad de lafuncioén.

21. Relacion de variables.—Hemos
visto que si una funcién depende de muchas variables,
se la puede representar por

z=f(x, y, v, );

pero es necesario en muchas ocasiones indicar la relacion
con que se ligan las variables, si lo estan de un modo fi-
jo: si por adicién, se escribira
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z=f(x-fy), como en z=a( x-f-y2)-f-b(x+y);

si por multiplicacion, tendremos
z=f(x.y), como z—b.sen x.log. y-f-xn.y;

si por cociente, escribiremos

z=fT—1, como en z=-~ .loe. b4-c—.
y y y

&v &»

22. ldentidad.—El caracter distintivo de és-
ta entre dos funciones, es la igualdad de las cantidades 6
valores constantes que las afectan 6 modifican. De este
modo
y=c[ a—dx2], z=c[a—dv2],

son funciones idénticas, si X, v se consideran como va-
riables.

23. Funcidon de funcion.—Puede suceder
gue en un mismo asunto, una variable que determina
una funcién, sea funcién de otra variable; ésta lo sea de
otra, y asi sucesivamente: la expresion en que haya ta-
les relaciones, se ha llamadofunddn defuncion. Asi

Funcion de funcion es la expresion sometida & operacio-
nes que constituyen una nuevafuncion; la que, por estar
sujeta & otras operaciones, forma otra nueva funcién;
éff-, éf? En otros términos: funcién de funcion es ¢a ex-
presion que depende sucesivamente de diferentes variables,
funciones las Unas de las otras.

Si en la ecuacion y=f(z), z es una funcion de x, se
verificard z=f(x); si x es una funcion de u, serd x=>P(u); y
tendremos en el conjunto de operaciones una funcion de
funcién que sefialaremos con el simbolo

y=fj fl<P(u)] },
que se lee: y es lafuncion de lafuncién de lafuncién de u.

(Continuard)



