IT

CALCULO INFINITESIMAL

CALCULO DIFERENCIAL

LIBRO I

\Y

DIFERENCIACION SUCESIVA 6 SUPERIOR

(Continuacién, de la pagina 168, nimero 109)

Por lo que, siendo
AX=(X+7X)-X;
se sigue:

para la derivada primera, ccmo ya se sabe (nUmeros 8,
15- 18),



CALCULO DIFERENCIAL
ay=y,- y-agrA*=«*+w » ) a0 [¢

Ay _y Iy _f(x+Ax)-f(x)_

AX AX
6, en el limite,
N=E(>0); [f]
y por [e],
dy= "~ -dx="f[x] dx- [a]

Para la derivada segunda

= = i =, viN
AX Ag/,_ Ay (AA?I—£AZX)AX ¢yﬁl\x_x_A);lXax

iyi
urj

Ayi Ay
Ady AX AX
Ax2 AX

6, en el limite,
Ayi _ Ay
Iim.~Z = lim.

AX?2 AX

esto es, segun [f],
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y también, por [g'], [g],

d2Jy: —dEA)_ .dx2= .dx2= f \(/X) .dx2.

dx-
Para la derivada tercera

A3 y= A2y, - A2y-= - | 1j) Ax2

fAy2— Ay, _ Ay, —
A AXx2 AXx2

(Ay2— Ay, )Ax2 (Ay, — Ay)Ax2
Ax2 Ax2

Ay2—Ay, Ay, — Ay

Ay2— Ayi Ay, — Ay
Ady AX2 Ax2
A x3 AX

Ay2 _ Ay, Ay, Ay
AX AX AX AX
A X AX

0, en el limite,
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Aya_ _AyiAyi Ay

AX A X AX AX

== l{m Ax Y.
AX

esto es, segun [h],

y asi para las derivadas de los demas oOrdenes.

30. Relaciones entre las derivadas.
Por lo visto en los nims. 8 y siguientes resulta que,

respecto deja derivada primera, €s
dy iafinitamente menor que vy,

por ser dy una infinitésima del orden i?, éy una cantidad
ordinariamente finita.

Respecto de la derivada segundar como disminuyendo
mas y mas ¢\x, disminuye mucho mas la expresion (g')
de que procede la derivada, & saber,

por ser la diferencia de dos productos, cada uno formado
de dos factores que se acercan indefinidamente & cero,
productos que son, por lo mismo, infinitésimas del se-
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gundo orden (P. I, n? 56); es manifiesto que en el limi-
te, 6 llegando & ser muy pequeiios Ay\, Ay, AX, sera
A2y méas pequefio todavia que éstos; y de aqui que la
diferencial segunda decrezca mas rapidamente que la di-
ferencialprimera; pues que se hace una infinitésima del
2? orden, como ya se insinué en el n? 2i, Corol. del
Teor. /.

Respecto de la derivada tercera; asimismo, disminuyendo
mas y mas Ax, disminuye mas la expresion [j] de que
procede la derivada, & saber,

(Ay2— Ay. )A*2 Qyi — Ay)Ax2 _ a3
AXx2 £>x2

por ser la diferencia de dos productos, cada uno formado
de tres factores que se acercan indefinidamente & cero,
productos que son, por lo mismo, infinitdsimas del 3“ or-
den (P. I, n? 56); es manifiesto que en el limite, 0 lle-
gando & ser muy pequefos

Ay2— Ay,, Ay, — Ay, Ax2,

serd a3y mas pequefio todavia que éstos; y de aqui que
la diferencial tercera decrezca mas rapidamente que la
diferencial segunda; pues que se hace una infinitésima
del 3* orden.

Estas relaciones entre las derivadas 0 diferenciales
primera y segunda, segunda y tercera, valen para la ter-
cera y la cuarta, la cuarta y la quinta; etc., etc.; de ma-
nera que, como Yya se dijo al principio (n?3, Alétodo de
Leibnitz), siendo la diferencial primera muy pequefia
con relacién & la ordenada 6 cantidad finita: sera la dife-
rencial segunda muy pequefia respecto de la diferencial
primera; la diferencial tercera muy pequefia relativamen-
te & la diferencial segunda; vy asi entre las diferenciales
de los demas 6rdenes. De lo que se sigue, que en una
misma cuestién, resultando magnitudes de varios de és-
tos, se despreciaran las de 6rdenes superiores por razon
& las de los inferiores.
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Nota, Es manifiesto asi, que la derivada segunda 0
la diferencial del mismo orden de una funcion cualquiera,
se obtendra diferenciando dos veces la funcion propues-
ta; esto es: i?, la funcién primitiva; y en seguida, la de-
rivada 0 la diferencial primera. Se obtendra igualmente
la derivada tercera 6 diferencial del tercer orden de una
funcion, diferencidndola tres veces; esto es: i?, la fun-
cion primitiva; 2?, la derivada primera; y 3?, la deriva-
da segunda. Del mismo modo se procedera para en-
contrar la derivada 6 diferencial de cualquier orden de
una funcién: se diferenciaran la funcién propuesta y los
resultados sucesivos tantas veces, como unidades tiene el
grado de la derivada ¢ diferencial pedida. En cada
nueva diferenciacion, es 6 debe considerarse dx como
constante [n? 21, Teor. I, Corol.]

31. Diferenciaciones sucesivas no-
tables.—Si se aplica lo dicho & algunas de las funcio-
nes hasta aqui estudiadas, que son las algébricas depen-
dientes de una sola variable, se encuentran ciertos re-
sultados dignos de notarse por la forma de los coeficien-
tes que proceden del orden mismo de la diferenciacion.

Sean al efecto:
1? la forma 6 funcion

y= tf;u+ vih......
donde t u, v dependen de una misma variable:

considerando solo las diferenciales de los términos, re-
sultan

I+

dv

I+

dy — dt+x du
d2y=:d2t+d 2u %

+
o
N
<

I+

d3y —d3ti d3uSbd3vzx ... -
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y tienen los términos de todas estas ecuaciones, la uni-
dad por coeficiente.
2? forma 6 funcion

y — t.u, [K]

donde t, u dependen de una misma variable: conside-
rando solo las diferenciales de los términos, resultan

dy —t.du -f-u. dt. [1
d2yn t.d2u-|-du.dt
-f-du.dt -f- u.d2t,

) d2y t.d2u-f 2du.dt+ u.d2L [m]

dsy=rt.d3u-(- d2u.dt
-j- 2d2u.dt -f- 2clu.d21
du.d21-|- u.d3!

0 ddy —t.d3u+ 3d2u.dt-j-3du.d2t-f u.d3t. [n]

Se ve pues, que los coeficientes de los términos de
las diferenciales sucesivas resultan ser

los de la 1? 11,
> Y » 2% 1, 2, 1,

i» » 3nm b 33 b
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esto es: siguen la ley de los coeficientes binomiales,
equipardndose los 6rdenes de las diferenciaciones a las
potencias i?, 2?, 3?,---—--- , m* del binomio. Lo mismo se
observa respecto de los indices de las diferenciales di,
du: la suma de tales indices, en cada término, es cons-
tante ¢ igual al orden de la diferencial de la funcién, dis-
minuyendo los de di/, sucesivamente, desde dicho orden
hasta cero; y aumentando los de dt de la misma manera,
desde cero hasta el orden indicado; ¢ viceversa. Se
comprende pues, que ha de verificarse en toda su exten-
sién, para los coeficientes é indices, lo que, para los coe-
ficientes y grados de los términos, en el desarrollo de

ym= (t+ u)m

De esta manera, la diferencial emésima de la ex-
presion [K] sera

dnmy=t. dmu-}-mdm-u.dt+— dm—-2u.d2 t-f-................

¢« m(m—i)(m—2).... [Mm—(n—i)]dm_ud,t,
' 1.2.3 e n

—rd2u.dm—t-f-mdu.dm~ %+ u .dmt;

6 con mas sencillez, recordando quedos coeficientes bi-
nomiales del grado entero m, son las combinaciones de
m cosas tomadas

[ , 2 . , [2
unadauna=Cm, dosados=Cm, tresatres=Cm,---

] ,LII]
ene aene=Cm,...........

hasta un cierto orden, reproduciéndose después tales va-
lores, pero en un orden inverso:
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i )
dmyz=t.dmu + C n.dm—u.dt-fCra .dm-2u.d3 t-(-............

(m i
-fCm dm—u.dnt-|-.. . . -|-Cndu.dra-t+u.dmt, [34]

formula que permite calcular inmediatamente la diferen-
cial de cualquier orden de la expresion [k]; y es com-
pletamente ajustada 6 exacta: ya porque se ha formado
de la manera como proceden los coeficientes é indices en
[, [m], [n],.nene. ; infiriéndose, por induccién, que los
coeficientes é indices de la diferencial emésima, no pue-
den dejar de ser sino los en esa forma contenidos; ya
también por el raciocinio siguiente: la expresion [34]
contiene los coeficientes é indices de las diferenciales i“,
2?7, 30, 4", . ; luego contendra los de un cierto or-
den, como ni-—.

(Continuard).



