TRATADO

DE

POR EL MISMO p'ROFESOR

(“Continuacién de la pagina 64, nimero 114)

I1l.  Veamos si seria mas simple fijar la posicién
de un punto considerando sus distancias & planos indefi-
nidos, como B, C, D,

Si el punto A debe estar & un metro, verbigracia,
del plano B; como el lugar geométrico de todos los pun-
tos del espacio que distan un metro de un plano infinito,
es otro plano que, a cada lado de ése, es paralelo al mis-
mo & esta distancia; la condicion puesta hace que el pun-
to A se distinga de los deméas que se hallen fuera de los
dos planos paralelos al dado; pero puede ser uno de los
infinitos puntos de cada uno de ellos; porque, en ambos,
todos los puntos tienen la propiedad de distar un metro
del plano B.

Si el mismo punto A debe hallarse & dos metros del
plano C, por iguales razones tiene de ser uno de los in-
finitos puntos de dos planos, uno a cada lado de éste,
paralelos y distantes del mismo dos metros. Pero co-
mo, por lo dicho antes, el punto se halla también sobre
los otros dos planos paralelos al B, sera uno de los mu-
chos puntos comunes & los cuatro planos que, por el su-
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puesto se cortan dos & dos; mas, cuatro planosque se
cortan dos a dos determinan cuatro rectas, que son las
Unicas que contienen los puntos comunes & los dos siste-
mas de planos paralelos. Luego el punto en cuestion que-
da sujeto & ser uno de los muchos puntos de estas cuatro
rectas, secciones comunes de los dos sistemas; distin-
guiéndose ya de las deméas de cada par.

Si por una tercera condicién el punto debe hallarse
4 tres metros del plano D, se comprende que ha de ser
alguno de los infinitos puntos de los planos, uno a cada
lado de éste, paralelos y distantes del mismo tres metros;
pero por estar, como ya se ha visto, en una de las cuatro
lineas rectas, intersecciones de los dos sistemas de planos
paralelos, sera uno de los puntos comunes entre los dos ul-
timos planos y las dichas cuatro rectas. Mas, los dos pla-
nos pueden ser cortados por las cuatro rectas en ochopun-
tos, 4 saber, cuatro en cada plano; y de aqui que el pun-
to de que se trata se distinga de los infinitos puntos del
espacio, y sea uno de los ocho asi determinados; pero no
se sabe cual de ellos si no se afiade alguna otra condi-
cion: por ejemplo, si al tratarse del primer plano se in-
dica el lado por el que se halla el punto a la distancia de
un metro, entonces basta considerar, en vez de dos, un
s6lo plano por ese lado, a la distancia de un metro de
de aquel plano. Si al tratarse del plano C, también se
indica el lado por el que se halla el punto a4 la distancia
de dos metros, bastard asimismo suponer por ese lado
s6lo un plano que diste dos metros del C; el cual, cor-
tandose por el supuesto con el paralelo al plano B, de-
termina una recta en la que se hallard el punto de que
se trata. Finalmente, si también se indica el lado por
el que esta el punto respecto del plano D, bastard uno
s6lo por ese lado y a la distancia dada, paralelo al D; y
como el punto se encuentra en la recta interseccién men-
cionada, sera el en que la recta corte el plano paralelo &
éste: el punto no puede ya confundirse con ningln otro
del espacio; y queda por lo tanto completamente deter-
minado.

Se ve pues, que, si bien son los puntos mas senci-
llos que las rectas; y las rectas, extensiones mas senci-
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Has que los planos, hay mayor facilidad en referir un
punto del espacio a planos que & puntos y rectas, para
determinarlo de posicion: basta considerar las distancias
a tres planos y el sentido en que se deban tomar. Tal es
el procedimiento que se sigue en la aplicacién del algebra
4 la geometria 6 Geometria analitica mencionada ya (n? 2).
Pero en la Geometria descriptiva usada desde muy anti-
guo, se ha simplificado mucho el procedimiento; y asi,
en vez de tres planos, explicitamente por medio de las
proyecciones no son necesarios sino dos.

Hasta aqui las ideas del Sr. Monge sobre la deter-
minacion de un plinto: afiadimos que es tal la simplifi-
cacién introducida en la Geometria descriptiva que, co-
mo lo veremos, se hace la determinacion reduciéndose &
uno los dos planos; de manera que bien puede afirmarse,
que basta para el objeto un soloplano.

LIBRO |

PUNTOS, RECTAS Y« PLANOS

DEL PUNTO

36. NOCION DEL PUNTO.— Se sabe que un punto es el
lugar de la interseccion de dos lineas. Luego el punto no
tiene ninguna extension, pues que carece de dimensio-
nes; y por eso se ha dicho, con toda propiedad, que es el
cero de la magnitud geométrica. De aqui que el punto
se lo considere solo corno un ser relativo para determinar
el lugar, 6 la direccion cuando hayan mas de uno; y que
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se lo pueda en todo caso suponer como el limite de una
linea.

17, PROYECCION DE UN PUNTO.—En la acepcién
mas general laproyeccion de un punto es otro en que una
recta, que pasa en ciertas condiciones por aquél, toca en
una linea 6 superficie cualquiera: la recta que verifica
la proyeccion se la llama linea proyectante; si toca en
una linea, ésta generalmente se la considera recta, y re-
cibe entonces el nombre de eje; y cuando en una super-
ficie, el de plano de proyeccion si se considera como tal
un plano.

Por lo dicho al final del nUmero anterior, mediante
las proyecciones los' tres planos necesarios para fijar la
posicion de un punto, se reducen & dos y, si se quiere,
a uno solo: de aqui la grande importancia que en la Geo-
metria descriptiva tienen las proyecciones sobre planos;
pues que esta rama de las matematicas, prescindiendo
del calculo algébrico, por decirlo asi, 6 considerandolo
apenas ocasionalmente, trata de las cuestiones indicadas
en los nums. 11 y 13, resolviéndolas por medio de las
proyecciones.

18, CLASES DE PROYECCIONES,— Pueden ser recta U
ortogonal - del griego 6gddg recto, y yCsvog angulo-obli-
cua y polar:

Pivyeccion recta U ortogonal 6, simplemente, pro-
yeccion de un punto sobre un plano es aquélen que la li-
nea proyectante delpunto dado toca perpendicularmente
en el plano: como el punto asi determinado en éste se lo
Ilama entonces pie, se puede también decir, que tal pro-
yeccion es el pie de laperpendicular trazada por elpun-
to alplano: en la fig. 3 si se supone Aa perpendicular al
plano P, sera a la proyeccién recta U ortogonal del pun-
to A sobre tal plano; y Aa, la linea proyectante del punto.

Proyeccion oblicua de un punto sobre un plano es
aquél en que la linea proyectante delpunto dado, parale-
lamente & una cierta direccion, encuentra con elplano: en
la misma figura, supuesta la direccion MN, es b la pro-
yeccion oblicua del punto B; y Bb su proyectante oblicua.

Proyeccion polar de un pitillo sobre un plano es aquél
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en que la linea proyectante delplinto dado, pasando por
otrofijo de posicién, encuentra con elplano: el punto fijo
se lo llamapolo; y la linea, proyectante polar.

La proyeccidon ortogonal es generalmente la emplea-
da en Geometria descriptiva; de manera que en todas
las cuestiones de que tratemos en este curso supondre-
mos, mientras no se indique lo contrario, esa proyeccion.
Advertimos que, 4 mas de usarsela en varias secciones
de las matematicas puras, se sirven de ella algunas par-
tes de las aplicadas, como la geodesia en el dibujo de-
planes 'y mapas.

De la proyeccion oblicua se hace uso en ciertas
aplicaciones de la Geometria descriptiva, por ejemplo en
la teoria de las sombras, cuando, queriendo representar
la parte iluminada de un cuerpo, se supone le llegan los
rayos luminosos en una cierta direccion.

El ejemplo mas cumplido de la proyeccion polar lo
ofrece la perspectiva lineal de que hemos tratado ya (n?
9): asi, considerando C (fig. 2) como el plano de pro-
yeccion, a, b, e son las proyecciones polares de los pun-
tos A, B, E respecto del polo O; y AO, BO, EO, las
proyectantes polares: lo mismo vale para los demés pun-
tos del dibujo que manifiesta la figura. De la proyec-
cion polar se usa igualmente en el dibujo de planos y
mapas, cuando se ‘sigue el "'método ‘estereografico.

19. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES.— En las clases de
proyecciones indicadas, y aun en cualesquiera otras que
se imaginen, resulta que

I. Dado un punto delespacioy el plano en que se lo
ha de proyectar, queda completamente determinada la proyeccion
del punto.

Porque siempre se puede dirigir en las condiciones
dadas y por el punto que se considera, una linea que en-
cuentre con el plano de proyeccion: la linea serd enton-
ces la proyectante; y el punto de encuentro, la proyec-
cion que se busca.

La reciproca de la proposicion que antecede no es
cierta; y asi

II. Dado en un plano un punto, como proyeccion de
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itro del espacio sobre elplano, el punto del espacio no queda
con eso determinado.

Porque, supuestas ciertas condiciones, el punto pro-
yeccion determina una linea proyectante, cuyos puntos,
infinitos en namero, se proyectan en aquél, 6 tienen to-
dos por proyeccién el punto dado. Luego no hay en
la linea un punto definido, quiere decir, que tenga el so-
lo por proyeccion el punto del plano.

20. PRINCIPIO DE LOS DOS PLANOS.— Pero sien ca-
da dano de dos planos se da la proyeccion de un punto
del espacio, este punto queda completamente determinado. Por-
que debiendo encontrarse el punto del espacio en cada
Una de las lineas proyectantes que corresponden & las
proyecciones supuestas, sera el que tengan ellas comun;
es decir elpunto donde se corten las lineas; y como “dos
rectas que se cortan determinan un plano”, el principio
sera cierto sin excepciéon, cuando, no siendo paralelos
dichos planos, las lineas proyectantes se hallen en otro,
circunstancia que, como se vera, las sujeta & condiciones
particulares que se podran fijar en cada caso; y esto nos
conduce, como por la mano, & tratar de los

21. PLANOS DE PROYECCION.— Llamanse asi dospla-
nos que, convenientemente relacionados, sirven paralijar
la posicion de un punto, de una serie de puntos 0 de una
Jigura cualquiera del espacio, mediante las proyecciones
en ellos determinadas; y viceversa: dadas lasliguras del
espacio, se determinan sobre ellos, mediante las proyeccio-
nes\ los elementos geométricos necesarios para resolver las
ctiestiones que acerca de dichaslJiguras se presenten.

22. SISTEMA RECTANGULAR.—Tales planos, que los
supondremos siempre indefinidos, se cortan formando un
angulo diedro cualquiera; pues que so6lo entonces queda-
ra determinado un punto del espacio: si los planos fue-
ran paralelos no existiria 6, mejor dicho, seria 6 queda-
ria indeterminado este punto, por resultar paralelas en-
tre si las lineas proyectantes. Mas, cortandose los pla-
nos, se cortardn esas lineas, y se cumplira con lo dicho
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en el n? 20, sea cual fuere la magnitud del angulo die-
dro: en lo que sigue, no obstante, se supone recto tal
angulo; quiere decir, que los planos se cortan perpendi-
cularmente, circunstancia que no influye en la generali-
dad de las cuestiones que nos propenemos resolver.

23. DESIGNACION DE LOS PLANOS: LINEA DE TIERRA.—
Si suponemos que XT X i, YTYr (fig. 4) sean los pla-
nos de ptpyeccion que se cortan perpendicularmente
en la linea LT; pudiendo uno de ellos tener cualquiera
direccion, se lo puede imaginar como coincidiendo con
el horizonte 6 siéndole, &4 lo menos, paralelo; en cuyo ca-
so el otro, por su perpendicularidad con el primero, tiene
de ser vertical al mismo horizonte. De aqui los nom-
bres de plano horizontal de proyeccién ¢, simplemente,
plano horizontal; plano vertical de proyeccidon 6, simple-
mente, plano vertical con que se los designha: supondre-
mos en lo que sigue ser XT Xr el plano horizontal; vy
YTY,, elplano vertical. Por esto es que se llama linea
de tierra la recta en que se cortan los planos de proyeccién:
nombre muy propio; pues que un plano vertical corta el
horizonte en una linea que se halla necesariamente en la
tierra: tal interseccion es en verdad una linea de tierra;
y como que el plano horizontal es respecto de las represen-
taciones, lo que el horizonte relativamente a los objetos;
por analogia la interseccién del plafié vertical con aquél
debe llamarse linea de tierra: en la figura es LT la li-
nea de tierra.

Sin embargo de estas explicaciones, los planos de
gue tratamos y su linea de inserseccion conservan esos
nombres, aunque dichos planos, lejos de tener la direc-
cion supuesta, que es la mas natural, tuvieran cualquiera
otra, dado que siempre sean perpendiculares entre si.

24. ANGULOS DIEDROS.— Por ser, como ya se ha di-
cho, indefinidos tales planos (n? 22), al cortarse ortogo-
nalmente dividen el espacio en cuatro regiones iguales 0

angulos diedros rectos, & saber XLTY, YLTX,,
X, LTY,, XLTY i; angulos que, segln la posicién en
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que se los quiera considerar para el estudio, se los de-
termina llamandolos:

por su orden natural, segun la numeracién de la figura,

primero, segundo, tercero, cuarto;
por la posicion relativa,
principal, de atras, opuesto, de abajo;
y simbdlicamente

A S—anterior superior, VS—posterior superior, PI—pos-

terior inferior, A\=anterior inferior,

denominaciones de que usaremos segun los casos; pero
con preferencia de las dos primeras.

25. DESIGNACION DE LAS PROYECCIONES.— Si, como
en la fig. 4, llamamos A un punto del espacio, y lo supo-
nemos situado en el angulo diedro primero ¢ principal
XLTY; trazando por el punto las lineas proyectantes
respecto de cada uno de los planos, los pies a, a' de ellas,
seran (n? 18) las proyecciones del punto; y se las califi-
ca de horizontal 6 vertical segun el plano donde estan
situadas. Asi que, proyeccidon horizontal de un punto, es
su proyeccién sobre elplano horizontal; y proyecciéon ver-
tical, la proyeccion delpunto sobre elplano vertical: de
esta manera es a la proyeccion horizontal del punto A, de-
terminada por la proyectante vertical Aa; y a' la proyec-
cion vertical del mismo; determinada por la Aa', pro-
yectante horizontal 6 perpendicular al plano vertical.

(Continuara)



