TRATADO

POR EL MISMO JM"ROFESOR

Continuacion de la pagina 163, nimero 115

NOTA—En todo lo que siga procederemos de la ma-
nera que acabamos de hacerlo; esto es: designando un
punto del espacio con una letra mayudscula, con la mi-
nascula del mismo nombre se indicard la proyecciéon ho-
rizontal, y con la misma, llevando un acento 6 indice en
la parte superior de’la’ derecha, simbolo de la palabra
prima, la proyeccién vertical: estas dos letras separadas
por un guién designaran en lo escrito el punto del espa-
cio, que tendrd por nombre el de la letra mayuscula co-
rrespondiente. Asi, en el caso de la figura, el punto da-
do es A 6 a—a'; para otro punto cualquiera tendriamos,
por ejemplo, b—b' 6 B.

26, CONSECUENCIAS.— De lo expuesto se infieren las
siguientes:

1? Elplano determinaai.o or las prqyectantes de
un punto del espacio, £ PEIPEN |CUE1T ala ﬁnea 3e UBITa. Pues
gue siendo a un tiempo Aa, Aa' respectivamente per-
pendiculares & los planos de proyeccion, como se sabe,
que “si por una recta perpendiculor & un plano se hace
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pasar otro, éste sera también perpendicular al primero”;
respecto del plano AaO determinado por dichas proyec-
tantes, resulta & un tiempo

p’ﬂa. Aad J_L?f LT,

mas, “si dos planos se cortan perpendicularmente & un
tercero, la interseccién comdn es perpendicular a éste,”
se tiene, respecto de los dos planos de proyeccién, lo que
se queria demostrar, es & saber:

LTJL pia. Aa0, 6, lo que es igual, pia. AaO I LT.

, 2" Etplano (U8 dichas proyectantes determinan, s un rec-
tangU|0. Porque, siendo aaQ a'aQ las intersecciones del
plano Aa0 con los de proyeccion, se hallan dichas inter-
secciones en ese plano, pasando por a0 que en él no es
sino el pie de la linea de tierra; y como que “una recta per-
pendicular a un plano, lo es & todas las otras que se cru-
zan por el pie de aquélla en este plano”, resulta eviden-
temente
Aol

LT J a'ag;

y asi que el angulo aaQ' sea el rectilineo del diedro
XLTY Por tanto,

<5a0i=R, <”az=R, <”™a'z=R; luego <"A—R;
y asi es AaO un rectdngulo: de esta manera
Aa”a'a”™ Aa'zzaaO.
L&Jego
3/ La altura de unpunto sobre el plano horizon-
i Se sabe que “el angulo rectilineo de un diedro es aquél cuyos lados, siendo

en un mismo punto perpendiculares & la arista, se hallan respectivamente en las ca-
ras del diedro”; por lo cual ese angulo es |4 medida 6 tiene el mismo valor del diedro.
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tal, 3 guala la distancia que hay de la proyeccion vertical 4 la
g3 AGIE

distanci n punto.al plano verti (N
(&uallerarala dhtanci ue ﬁay e fa p proyecuon ' Rorizonta” 2 T linea

, dlstanm de u,n nto & la linca de tlerra
F H [P?tenusa l‘ nan%uo rect an ulo, CUY0s Catetos son
istancias del punto & los plands de proyeccion. " porque si
imaginamos unidos A con a0 ya con a', la AaO sera esa
distancia y la aa' esta hipotenusa; y por ser las diago-
nales del rectangulo AaO, es evidente que AaO~aa’.

6? Las perpendiculares trazadas .de las proyeccio-
nes & la linea de tierra, ld cortan en un- misino punFO. Pues,
por la Cons2 2?, se ve que estas perpendiculares son jus-
tamente las intersecciones del plano de las proyectantes
del punto del espacio, con los planos de proyeccién; in-
tersecciones que, por necesidad, se unen en a0, pie de la
linea de tierra respecto de dicho plano.

NOTA,— Si Ilamamos d la distancia del punto a la li-
nea de tierra; x, la que lo separa del plano vertical, pro-
yectante que bien puede recibir el nombre de abscisa; y
y la altura del mismo punto sobre el plano horizontal,
proyectante que puede designarse con el nombre espe-
cial de ordenada; las consecuencias 5?7 4? y 3? se expre-
saran analiticamente. por

d=Vxr+yT’' x=v/d2-~y} y=V(P'-'x2 (2)

27. REBATIMIENTO DE LOS PLANOS DE PROYECCION.—
Como no es de un uso facil el manejo de dos planos de
la manera supuesta (n? 22), pero si el de uno solo como
plano de dibujo; pues que una hoja de papel, por ejem-
plo, se halla con este fin en todas partes; recordando el
propdsito de la ciencia (11? 11), es necesario inquirir la
manera de representar sin ambigledad en un solo plano
todo lo hecho hasta aqui con dos; procedimiento que
consistira en procurar que ese plano contenga de una
manera invariable lo que hay en ios dos planos; luego
tienen de reducirse 4 uno los dos planos de proyeccion;
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y, reciprocamente cuando fuere necesario, transformar el
uno en dos; y si esto es posible, hay mucha verdad en lo
afirmado al final del n? 15: el medio existe en efecto;
pues lo primero se consigue con el método Ilamado de
rebatimiento 6 abatimiento de losplanos de proyeccién; vy
con el inverso, lo segundo,

Llamase pues, relf)atlmlento la operacién en virtud de
la cual, suponiendo fijos el Uno de los planos de proyec-
ciony la linea de tierra, al rededor de ésta, como charne-
nela, gira el otro hasta coincidir con aquél, formando los
dos un solo plano.

28. EFECTOS DEL REBATIMIENTO.— Podemos en es-
te supuesto hacer girar el plano vertical de proyeccion al
al rededor de la LT (fig. 4), en la direccion cpie indica la
flecha f, hasta coincidir con el horizontal; y asi resulta
un solo plano dividido por esa linea en dos partes 0 sec-
ciones; de esta manera, todo lo que hay en la regién su-
perior del plano vertical, sin cambio alguno respecto de la
linea de tierra, se coloca en la posterior LT Xi del pla-
no horizontal; y todo lo que hay en la parte inferior de
ese plano, llega & estar de igual manera en la anterior
LTX de éste. Pero se puede también suponer que, fijo
de posicion el plano vertical, gira el horizontal al rededor
de la LT, enladireccién que indica la flecha f, hasta coin-
cidir con aquél: de esta..manera, todo lo. que hay en la
region posterior del plano horizontal, sin cambio alguno
respecto de la linea de tierra, se coloca en la superior
L tY del plano vertical; y todo lo que hay en la region
anterior de ese plano, llega a estar de igual manera en
la inferior LTY ) de éste; con lo que resulta un solo pla-
no, que la linea de tierra lo divide en dos partes 6 sec-
ciones, y lo podemos llamar el plano de rebatimiento.

Por ser lo mas natural, supondremos que el rebati-
miento se verifica de la manera Gltima; pues que, para
ver con mas claridad los dibujos, se ponen naturalmente
verticales los planos que los contienen.

En resumen: después de la operacion que hemos
explicado sélo existe un plano, el plano de rebatimiento,
& que se reduce el diedro 6 cuadrante primero 0 princi-
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pal; y una linea que lo divide en dos partes, que bien
podemos suponerlas iguales: de esta linea arriba se ha-
Ila 6 imagina el plano vertical de proyeccién 6, mejor di-
cho, su parte visible, que es la superior; y de la linea
abajo, el plano horizontal de proyeccion 6, mejor dicho,
su parte visible, que es la anterior; pues se com-
prende que, por el rebatimiento, y suponiendo opacos los
dos planos, desaparen, en virtud de la coincidencia, las
regiones posterior de éste y la inferior de aquél: los dos
planos de proyeccion en esta forma diremos que estan en
descriptiva; y asi los supondremos siempre, & menos que
indiquemos otra cosa: la recta que divide en dos partes
el plano en descriptiva 0 rebatimiento, es la linea de
tierra.

NOTA.—En lo que sigue inmediatamente, los razo-
namientos que hagamos respecto de a [fig. 4] suponien-
do que gira el plano horizontal, se pueden hacer inver-
samente con a' si se supone el giro del plano vertical.

n esta virtud sentamos el siguiente

llz'eor— Si unpunt esta referldp los planos de pro-
yeccion, Ia} ro ecmoaes ﬁ i guno (espues Gl Tebatmento” Ceer-
mman una linea. Erpendicutar d 1a (e tierra.

emostrac| l—En efecto, suponiendo que en la figura
citada no haya mas que las lineas y puntos del cuadran-
te primero; por ser laaa0J. LT [n? 25 Consci 27], al gi-
rar el plano horizontal segin la flecha f, hasta coincidir
con el vertical, todos los puntos de aquél, y por consi-
guiente el a, describen un cuadrante de circulo, sin cam-
biar de posicion relativa respecto de la linea 6 charnela
LT; por lo que la aa0 serd un radio que, en sus posiciones
sucesivas, desde la primera aaQ hasta la dltima ai aQ
conservard con LT la perpendicularidad indicada: lle-
gando pues, & ser el a el puntoai, 6 en el momento de
confundirse los dos planos, como por lo visto en la mis-
ma consecuencia, es también laa'aiL T, tales perpendicu-
lares, ai aQ a'aQ tienen en ella y en el mismo plano, en el
plano de rebatimiento, el punto aQcomun; pero se sabe,
gque “en el mismo plano y en un punto de una recta no
se le puede levantar mas que una sola perpendicular”;
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luego las dos aj aQ a‘'aQson una sola 'y misma recta, 0
es la Gna la prolongacién por aQde la otra; y viceversa.
Por tanto, y en virtud del rebatimiento, las rectas aaQ@
a'ac se transforman en la

alaga 0] ajall.l".

L. O. D. I).

Como se ha dicho en la nota precedente, si el razo-
namiento se aplica al punto a' girando el plano vertical
segun la flecha f, después de un cuadrante de circulo es-
tara a' en aj; y lalinea aa0Oa', serd idénticamente la
ai a'; por lo cual

S aaQ j 0] aal I E 1.

En consecuencia, si prescindimos de los indices 1, 1
necesarios para seflalar no mas que las nuevas posicio-
ciones de a 6 a' en la misma figura, siendo ésta por el
rebatimiento 6 en descriptiva idénticamente la figura 5,
¢ idénticos los puntos a, a' a los de aquélla; tales puntos
no serdn sino las proyecciones de otro A del espacio; y
se hallaran enlazados por la rectaaa' perpendicular a la

linea de tierra L T.

OBSERVACIONES

1?  Se ve qus la linea aa' es la suma de las proyec-
tantes Aa, Aa' del punto A [fig. 4]: por eso es que se la
llama la linea de las proyectantes y también la linea de
correspondencia; de modo que se da este nombre & la
recta que en descriptiva, une las proyecciones de un mis-
mo punto del espacio.

2* En descriptiva no existen los puntos y figuras
del espacio: sOlo permanecen los planos de proyeccién
confundidos en el plano de rebatimiento, la linea de tie-
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rra dividiéndolo en dos partes iguales y las proyecciones
de esos puntos y figuras.

29. ENHIESTAMIENTO DE LOS PLANOS DE PROYEC-
CION '.— Inversa de la anterior [n? 27], llamase asi la
operacion en virtud de la cual, estando rebatidos lospla-
nos de proyecciény suponiendofijos el tnoy la linea de
tierra, se separay al rededor de ésta, como charnela, gi-
ra el 6tro hasta volver los dos & su posicién natural, 6di-
vidir el espacio en cuatro regiones iguales 6 angulos die-
dros rectos: los planos de proyeccién en es”™a forma, di-
remos que estadn en perspectiva caballera [n? 8]; y aun-
que de ordinario los supongamos en descriptiva, como ya
se ha dicho, para auxiliar la inteligencia de algunas
cuestiones, sobreentendiéndose el enhiestamiento, supon-
dremos & las veces los planos de proyeccion en perspec-
tiva: quiere decir, que de la figura 5 resulta la figura 4.

En esta virtud podemos demostrar la reciproca de la
propgsicion anterior, sentando el siguiente

ﬁﬂl‘—Sl dos puntos en descriptiv determlr)an una
linea perpengdjcular. a la de tierra, IiS 05 pun 05 Seran proyec
C10N€s ﬁe 0tro el e3paclo,

Decimos que si aa'JLLT [fig. 5], los a, a', dados en
descriptiva, seran necesariamente proyecciones de un
punto, A del espacio.

(bemOS[rann—Porque levantando” en la interseccién
aQdela aa' y LT una linea perpendicular a ésta en el es-
pacio, el plano determinado por ellay la aa' sera perpendi-
cular ala LT; y, por lo mismo, perpendicular & cada uno
de los planos de proyeccién 6, mejor dicho, al plano de
rebatimiento, Unico que existe; pues que estan en des-
criptiva esos dos planos. Levantense ademas, por a, a'
perpendiculares a ese plano, las que seran por esto para-

i Sicon la palabra tebatimiento se significa el hecho de confundirse en Gno los
planos de proyeccién, nada més natural que inventar un término conforme & la indo-
le del idioma, para significar la operacién contraria; y ninguno juzgamos mas ade-
cuado que el de enhiestamiento, formado de enhiesto part. pas. de enhestarque, en el
caso actual, significaria levantar, poner derecho el Uno de los planos deproyeccion res-
pecto del 6tro, cuando antes habian estado confundidos en Gno: la introduccién de (al
palabra nos libra de emplear las largas frases: destruyendo el rebatimiento; suponga-
mos destruido el rebatimiento; &?, (c?
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lelas & la primera que se levanté por a0, y se hallaran en
el plano perpendicular & la LT; y corno por el enhiesta -
miento de los planos de proyeccion no se cambia la di-
reccion de éste, dichas perpendiculares, que lo son ya al
horizontal y vertical, giran permaniendo en el plano per-
pendicular & la LT; luego cortdndose, yen angulo recto,
los planos de preyeccidn, se cortaran de la misma mane-
ra tales perpendiculares; y resulta de la interseccion de
ellas un punto en el espacio; asi que la figura 5 se ha
transformado en el dibujo que existe en el diedro prime-
ro de la figura 4. De modo que, siendo a, a' los pies de
las perpendiculares que se cortan 6 pasan por dicho
punto, serdn por eso las proyecciones de éste fri? 18].

L. Q. D. D.

COROLARIOS

1?7 Luego es cierto lo que dijimos antes [n? 19], es
& saber; si en cada Uno de los planos de proyeccidn se da
un punto, para que exista otro en despacio, del cTaIFue—
dan ser aquéllos c der@pl omo proyecciongs, 1a5 [IN€dS

TR B s w e

2? Luego nopueden considerarse en descriptiva dps
puntos como proyecciones de otro del espacio, Sino Cuanao (fe
ferminan Una Inea perpenamularaf (& Uerrd, . Porque sélo en-
tonces las perpendiculares & los planos de proyeccion,
pasando por esos dos puntos se cortan en el espacio en
virtud del enhiestamiento, dado que esas lineas se hallen
en un mismo plano perpendicular & la de tierra.

Observacién importante.— De lo expuesto se infiere,
gue con el enhiestamiento de los planos de proyeccién
reaparecen los puntos y figuras del espacio (n? 28, Ob-
serv. 27); luego para encontrar la verdadera posicion de
un punto de éste dadas las proyecciones, ejecutese el en-
hiestamiento: entonces las perpendiculares trazadas por
las proyecciones & los planos de proyecciéon, 6 las lineas
proyectantes del punto, indicaran por su encuentro ¢ in-
terseccidn, el lugar del punto.

(Continuata)



