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Aun sin el enhiestamiento se puede conocer la posi
ción de un punto dadas sus proyecciones; porque, sien
do éstas a, a', por ejemplo (fig. 5), el punto, respecto del 
plano horizontal, se hallará en la proyectante ó perpen
dicular á él levantada por a, y á una altura igual á la d is
tancia que hay de a' á la línea de tierra (n? 25 Consc? 
3"); ó, respecto del plano vertical, en la proyectante ó 
perpendicular á éste levantada por a', v á una distancia 
igual á la que existe de la proyección horizontal á la l í
nea de tierra (Id., Consci 4?). Esta  manera de deter
minar un punto del espacio constituye el método llam a
do de los p lan o s acotados; y se dice cota de tin pu n to  el 
v alo r  num érico de la  lo n g itu d  de su  linea proyectante.

NOTA.— Con el fin de auxiliar la comprensión del 
asunto conviene comparar las proyecciones dadas en 
descriptiva con la posición que tengan los puntos en 
perspectiva; este procedimiento hace desaparecer las d i
ficultades que, en ocasiones, ofrece la representación.

30. DISTANCIA A LA LINEA DE TIERRA.— D e con 
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formidad con lo dicho en el n? 1 1 ,  debemos saber infe
rir de las proyecciones, no sólo la posición del punto res
pecto de los planos de proyección, sino también la mane
ra de determinar gráficamente la distancia del punto á la 
línea de tierra, distancia cuya expresión algébrica se con
tiene en la primera de las formas puestas en la Nota del 
n? 26; y  aunque tal determinación corresponde á la teo
ría de los giros que se estudiará después, la expondre
mos por su sencillez ahora, para que, desde el principio, 
se vea la manera como la Geometría descriptiva cumple 
fielmente con su objeto. A  la verdad, y recordando lo 
dicho en la Consc* 5? de ese n?, vemos que A  a Q (fig. 4) 
es la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos cate
tos son A  a 0—a 'aQ y A  a '—a a 0, magnitudes que e x is 
ten en descriptiva (figs. 5“ y 6?): si pues, en el plano de 
rebatimiento pudiéramos construir con estos datos, un 
triángulo rectángulo, su hipotenusa representaría gráfica
mente la magnitud de esa distancia. Pero nada más fá
cil; porque haciendo centro en a Q intersección de las lí
neas de tierra y correspondencia, con la distancia ó lon
gitud a 'ac , como radio, descríbase un giro ó cuadrante 
de círculo hasta llegar al 1 a', (fig. 6‘?) de la primera línea: 
uniéndo entonces a con 1 a', será a 1 a', la magnitud pedi
da; pues que, inspeccionando las figuras 4? y ó* se ob
serva que el A  A  aQa de aquella es congruente con el 
A a ' i a ' a Q que se acaba de construir; por tanto A a Q — a ia ';  
luego ésta representa la distancia del punto A  del espa
cio á la línea de tierra.

S e  habría podido también hacer girar el punto a! al 
rededor de a 0 hasta que tocara en un punto 1 a, de la lí
nea de tierra, en cuyo caso a ' ia ,  representaría la 
misma distancia.

31. DIFERENTES POSICIONES DE UN PUNTO DEL ES
PACIO.— Un tal punto puede tener respecto de los planos 
de proyección en perspectiva, las posiciones que se indi
can en el siguiente



P U N T O S,  R E C T A S  Y  PL A N O S 3 2 5

CUADRO

5  N? de posiciones
Sin condición ninguna, y según 

5  que el punto se halla en el diedro 
£ 1?, 2?, 3?, 4? ........................................................... hay 4

. E n  el plano bisector del diedro 1?,
.O Ak 2., 3. ,  4 ............. .̂...........................................  n 4

E n  la parte anterior del plano horizontal. ,, i
.C „  ,. „  posterior „  „ „  . „ 1
v ,, ,, ,, superior „ ,, vertical . . .  „  1

„ inferior „  „ 1
,, ,, línea de t ierra ............. .............................  ,, 1

Total de posiciones d ife ren tes .. . .  13

Nota.— En  contraposición no está por demás decir, 
que en la Geometría analítica del espacio, las diferentes 
posiciones se determinan considerandi) simultáneamente 
el valor de la distancia y el sentido. S i pues, de confor
midad con lo insinuado en la Nota del n? 25, escribimos 
x —± p  por la distancia de un punto al plano vertical; y  
y z z T q  por la que tiene respecto del plano horizontal; 
recibiendo x, y  todos los valores comprendidos entre o y 
el 00 ; y  significando los signos + ,  — que el punto puede 
estar á la derecha ó izquierda del plano vertical; ó por 
encima ó debajo del plano horizontal; analíticamente las 
posiciones diversas serían
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Diedros Plano hor.
I '

Espacio Plano veri.
1 1 

Lní. de lie. N? de posiciones

En el 1?

,, 2?
..

>» >>

aV

x = + p .  
y —+ 0 .  
x = —p, 
y = + o .  
x =  —p, 
y = —0.
X  =  +  p, 
y = —°.

To

x = + p ,
y —+ p -
x = —p,
y = + q -
x = - p .  
y = —q. 
x = + p ,
y — q-

ta l de }

x = + o ,  
y = + q .  
x ——0,
y = + q -
x = —0,
y = - q -
x = + o ,
y = - q .

bosiciom

x = + o , |  
y = + o .  
x = _ o ,  
y = + o .  
x = —0, 
y= _ o .  
x = + o ,  
y = —0.

zs difer

Son. . . 4 

“ . . . .  4

“ ------ 4j
“ . . . .  4

entes . . 1 6

H ay  tres posiciones más que en el cuadro ante
rior; pero, aunque analíticamente pueda decirse que son 
cuatro las posiciones en la línea de tierra; y ocho, en los 
planos de proyección; gráficamente se reducen á una las 
primeras, y á cuatro las segundas, más las de los planos 
bisectores. Así en descriptiva las posiciones deducidas 
de las analítidas serán

N =  16— 7 + 4 =  *3-

como lo hemos visto.
En el último cuadro se nota igualmente, que los va

lores del tercer diedro, en cuanto á los signos, son opues
tos á los del primero; y los del cuarto, á los del segundo.

32,— POSICION EN DESCRIPTIVA DE LAS PROYECCIO
NES DE UN PUNTO.— Para esto procederemos, como lo h e 
mos dicho [n? 29, Nota], comparando la posición de un 
punto referido á los planos de proyección en perspecti
va caballera, con la que tengan las proyecciones del 
mismo en descriptiva; y principiaremos estudiando

I  L a s  posiciones generales. S i el punto A  [fg. 7] 
se halla de un modo cualquiera en el espacio ó diedro 
principal, por lo visto en el n? 24 las proyecciones serán,
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a la horizontal, formada en la parte anterior del plano de 
este nombre; y a' la vertical, situada en la parte superior 
del plano así llamado: las perpendiculares trazadas de es
tas proyecciones á la línea de tierra, se sabe que la cortan 
en el mismo punto aQ [11? 26, Consc. 6?]. Si se halla de la 
misma manera el punto B en el diedro de atrás, las pro 
yecciones correspondientes b, b' estarán, l auna en la re
gión posterior del plano horizantal, y la otra en la supe
rior del plano vertical: por igual razón las perpendicula
res trazadas por estas proyecciones cortan la línea de 
tierra en bQ. Situado asimismo el punto C  en el diedro 
opuesto, las proyecciones correspondientes c, c estarán, 
la úna en la parte posterior del plano horizantal: y la otra, 
en la inferior del plano vertical: las perpendiculares tra
zadas por estas proyecciones cortan la línea dd tierra en 
cQ. Finalmente, el punto D  situado en el diedro de aba
jo, tendrá las proyecciones d, d! , la úna en la región an
terior del plano horizontal; y la otra, en la inferior del pla
no vertical: las perpendiculares trazadas por dichas pro
yecciones cortan la línea de tierra en dQ.

Para representar ahora en descriptiva lo que res
pecto de dichos puntos manifiesta la figura precedente 
en perspectiva, tomemos sobre la L  T  [fg. 8], las magni
tudes L  aQ, L  b Q, L  c 0, L  dQ de la figura 7, de manera 
que desde L  de aquélla resulten distancias proporciona
les á las del mismo nombre de ésta; y tracemos por los 
puntos correspondientes perpendiculares á la L  T : por lo 
dicho en el n? 28, y  considerando el punto A, es necesa
rio tomar desde a0 por debajo de esta línea y en la per
pendicular correspondiente, la cantidad aaQ de la figura 
en perspectiva: y por encimada a' aQ: serán a por debajo 
de la línea de tierra, y a' por encima las proyecciones 
del punto A.

Si se considera el punto B, como por el rebatimien
to la parte posterior del plano horizontal, donde está b, 
se confunde ó coincide con la superior del vertical, don
de se halla b'\ partes, que, así confundidas, quedan por 
encima de la línea de tierra; las proyecciones de B, que 
se hallan en esas partes, quedarán también por encima
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de la misma línea y en la perpendicular á ella. Luego, 
tomando desde b Q en la perpendicular correspondiente 
y en el mismo sentido, una vez la cantidad bbQ, de la 
figura en perpectiva; y otra vez la b' b0, serán b,\b' situa
das por encima de la línea de tierra, las proyecciones del 
dunto B.

Si se considera el punto C, un razonamiento igual 
manifiesta que serán c por encima de la línea de tierra, 
y  c' por debajo, las proyecciones del punto; y que para 
D, sus proyecciones son d, d‘, fijadas por debajo de la 
misma línea.

T odo  lo expuesto se resume diciendo;
1 ? S i  un punto se halla en el diedro prin cipal , ten

drá la s  proyecciones á  d istin to  lado de la  línea de tierra: la horizon ta l 
por debajo y la v er tica l por encim a. 

2 ? S i  un punto se halla en el diedro de a trá s , ten 
drá la s  proyecciones por encim a de a  lín ea  de tierra . 

3V S i  U7i punto se halla en el diedro opuesto, tendrá  
ia sp royecciones á  d istin to  lado de la lín ea  de tierra: la  horizon ta l por 
en cim a y la  v er tica l por debajo. 

4 ? S i  un punto se halla en el diedro de abajo , ten- 
tendrá la s  proyecciones por debajo de la línea de tierra.

II Posiciones en los planos biscctores.— Se determi
nan en virtud del siguiente

L e m a . L a s  proyecciones de un punto situado en el 
plano bisector de un ángulo diedro, eq u id istan  de la línea  
de tierra.

Si es A  (fg. 9) el punto del plano bisector L T D  
del diedro X L T Y ,  que podemos suponerlo recto, 
siendo a a Q, a !a 0  las distancias del punto á la línea de 
tierra, debe ser

a a o = a 'a o

DEMOS. P01* s e r < j  A a 0a = A a 0a', y < ) a = R = a ' ,  el pla
no A a 0 de lasproyectantes Aa, A a ' queda dividido por el 
plano bisector en dos triángulos congruentes; pues qne 
la hipotenusa A a 0 es común á los dos. L u ego

A a = A a '  y a a ° = a ' a c.
L .  Q. D. D.
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C O R O L . Si, como lo hemos dicho, es recto el diedro, 
el plano de las proyectantes del punto es un cuadrado: en 
tonces

A a = a a 0= a 0a/r r A a /.

Esto supuesto, lo dicho para los puntos A, B, C, D f 
en los cuatro casos de las posiciones generales, vale tam
bién ahora; sólo que, cuando estos puntos se hallan en los 
planos bisectores respectivos, se sabe, por el Lema de
mostrado, que equidistan las proyecciones de la línea de 
tierra en cada uno de los diedros; ó es respectivamente

aa0= a ' a 0, bb0= b ' b 0, cc0= c ' c 0, ddQ=  d'ág,

por tanto, representando en descriptiva las proyecciones: 
respecto del punto A  del diedro primero, se hallarán 
equidistantes de la línea de tierra: a por debajo y a! por 
encima; lo mismo respecto del punto C  del diedro terce
ro, sólo que estará c por encima y d  por debajo de la 
línea de tierra El punto B del diedro segundo, tendrá 
las proyecciones b, b\ confundidas en una ó coincidien
do por encima de dicha línea; y el punto I) del diedro 
cuarto, las d, d' confundidas en úna ó coincidiendo por 
debajo de la misma línea.

En otros términos:
1? S i  el punto se halla en el plano bisector del 

diedro p rin cip a l ú opuesto tendrá la s  proyecciones á ig u a l d is 
tancia  á  uno y otro lado de la línea de tierra: por debajo la  horizontal 
y  por encim a ia ver tica l en el prim er caso; pero de una m anera contra 
ria en e l segundo.

2? S i  e l punto se halla en el plano bisector del die
dro de atrás ó de abajo, tendrá la s  proyecciones confundidas en un 
punto ó coincidiendo por el m ism o lado de la lín ea  de tierra: por e n c i
m a en el prim er caso; y por debajo en el segundo.

N o t a .  D e conformidad con lo indicado en el n? 3 1  
respecto del signo de las proyectantes de un punto, por 
lo que se manifiesta en el 2? cuadro; se nota que en des
criptiva hayr esa contrariedad también en las posiciones:
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las, del diedro principal son opuestas ó contrarias á las 
del diedro tercero ú opuesto, y  viceversa: como las del 
diedro de atrás, á las del de abajo; y  viceversa.

I ll  POSICIONES EN LOS PLANOS DE PROYECCION.—  
Si el punto se encuentra en uno de los planos de pro
yección, como el E  de la figura 10, en la parte anterior 
del plano horizontal, el F  en la superior del plano verti
cal, el G  en la parte posterior de aquél y el H en. la infe
rior de éste; por no distar nada el punto del plano don
de se halla, el mismo será su proyección de igual nombre , 
en este plano; y como la separación de un punto de uno 
de los planos de proyección se mide por la distancia de 
la proyección de nombre contrario á la línea de tierra 
(n? 26, Consec’ 3? y 4!?), tal proyección se hallará en es
ta línea; por lo que resulta considerado el rebatimiento 
de los planos:

1? .S'? un punto se halla en el plano horizontal de
proyección, la proyección de ncmbre contrario esta rá  en la linea de 
tierra; y la de ncmbre igual; por debajo ó encim a de esta  lín ea , según  
que el punto del esp a cio  se encuentre en la parte anterior ó posterior 
del m ism o plano.

2? S i  un punto se halla en el plano vertical de p ro
yección, la proyección de ncmbre contrario  es ta rá  en la línea de ¿ie
rra; y la de nombre ig u a l, por encim a ó debaio de e s ta  Iíuea. según  
que el punto del esp a cio  se encuentre en la parte superior ó inferior  
del m ism o plano.

(  Continuará)


