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T E O R I A  D E  L AS F U N C I O N E S  C I C L O M E T R I C A S .

46. Parte.« que se consideran.— H a s ­
ta aquí quedan estudiadas sólo las funciones t r ig o n o m é ­
tricas ó, con m ás  propiedad, las que  podríamos llamar
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funciones goniométricas, porque sc refieren directamente 
a los dnoutos; conviene pues, tratar ahora de otra clase 
ele funciones trigonométricas,  que son las conocidas  con 
el nombre de cícloillétricas— de círculo;— y acerca
de ellas se deben investigar: i'\ qué sean tales funciones; 
2?, sus límites; 3?, qué valores se les pueden asignar;  4V, 
qué relaciones ligan á las funciones de esta  clase, c u a n ­
do pertenecen á un mismo arco; 5?, qué  otras relaciones 
existan entre ellas; 6V, finalmente, cuál sea la e x p re s ió n  
de la suma y  diferencia de dos arcos, e m p le a n d o  dichas

J

fu nciones.
S e  colige, que la división más natural d e ' l a s ?funcio­

nes trigonométricas,  l o e s  en goniométricas y ciclomctricas.
I. Significación de las funciones ciclomcíricas.— listas  fu n ­

ciones de ordinario se refieren á los arcos, lo que se m a ­
nifiesta aún por la e t im o log ía— ciclos, círculo, c ircu n fe ren ­
cia ó arco;— mas, como las g o n io m é tr ic a s  pueden t a m ­
bién ser referidas á los arcos, lo dicho no p u e d e  c o n s t i ­
tuir la diferencia entre finas y  otras funciones.  Pero,  s a ­
biendo que funciones trigonométricas son las relaciones 
establecidas entre fas lincas trigonométricas de los arcos 
ó ángulos y  los radios respectivos; resulta, que  funciones  
goniométricas son las trigonométricas, cuando se conside­
ran las relaciones indicadas como variables dependientes; 
y  los arcos ó ángulos, como variables independientes; a l  
contrario, son funciones ciclométricas las trigonométricas 
cuando se consideran los arcos ó ángulos como variables 
dependientes; y  las relaciones a lu d  idas, como variables 
independientes: luego, supuestas  las goniom étr icas ,  las 

funciones ciclomctricas son las inve/sas; y  viceversa. 
Así,  para la función g o n io m é tr ic a

y — sen.;r.

en la que más directamente  se considera  el á n g u l o  x t s e j 
rá la ciclómétrica correspondiente

.r— arc.sen.j\
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que se lee: x  es un arco cuyo seno es y;  y se ve que la 
expresión está referida directamente al arco y no al á n ­
gulo. S e  sigue, que habrá  tantas funciones ciclométri- 
cas, cuantas sean las goniometricas,  es decir, ocho; y unas 
y  otras se manifiestan en los cuadros  s iguientes:

Fundones goniomélricas.

J-
r
y.
y
y
y:
y
y

sen. a*, 
t g . a , 
sec..r, 
sen. vers, .r, 
eos. a*,
cotg..r,o
:cosc.:r,
: eos. vers .x,

Fnnciones cicloinétricas.

x
x
x
X

X

X

X

X

:arc.sen.jj'
. arc.tg.jy
zarc.sec.j'
:arc.sen.vers.^'
:arc.cos.j/
:arc.cotg.j '
:arc.cosc.j '
are. eos. vers, y

ir. Límites de algunas funciones cielome'trieas.
encontrar  el valor  de

i? Para

escríbase

lí m
a r e .  s e n .  o

Ò

por tanto
arc.sen.r5n: 3 , y  así <5=sen./3 ;

a re. sen. r5 H
i) senp

i
sen 'i ’

y> segtm la fórmula [ i  i] ,

O

1 í m .

a re. sen. ri

PI valor  de

lím.
i

senp
ir .

v  arc.tg.<5l i m . —  *NO

T
1

I ( ■ 5 )
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se encuentra de una manera análoga:  así,

arc .tg .5   3   i

y, según la fórmula [13],

[ 1 5]

III, Valores que se pueden asignar á las funciones ciclométri- 
cas para ciertos valores de las goniométricas.— C o m o  un m ism o
valor de una función g o n io m é tr ic a  c o rre s p o n d e  á d i fe ­
rentes arcos ó ángulos,  porque para  el va lor  1, por  e j e m ­
plo, del seno, puede ser el arco x = y i n ,  3/27t, 5/27t,. __ ;
sucede también lo mismo con las funciones cic lométri-  
cas, lo que puede orig inar  a m b ig ü e d a d e s  en m uchos  c a ­
sos; y  para evitarlas, supuestos  va lores  d eterm in ad o s  de 
las relaciones goniométricas,  se tom arán los arcos  entre  
ciertos límites, de la m anera  que  p asam os  á indicar:

1? Si  se tiene

,, arc . tg . í  ,, 
Jim. r~— =— 11 m.

1
t,g. fi

1
1

1 .

sen.jr, sera A '= a rc .se n .^ ;

luego,

variando s  í  d e o F '  estará  x \
y  »  1 a  O ;  1 y  , ,  y i n  y  n .

2? Si se tiene

tg..r, será  . v = a r c . t g . . ; /

luego,

var iando 2 \ cle °  f  00 ■ estará  x  j entre  °0° y  ' f / ’( y  ,, o  a —  ~j j  ; \ y  n o  y —  } i n .
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3? Si  se tiene

sec.,r, sera :v=arc .sec .27
luego,
variando z  j i á co , estar¿ x  entre o y /±ti,

l  y ,, c c a - i ;  \ y „  >Ítt y  7t,

4? Si se tiene

£=cos.ar, será .r= a rc .c o s .s /
luego,

variando s  \ 1  ̂ ° ’ estarcí x  \ entre °  )' /j;T’
i y „  o i; l  y  „  y2n  y  7t;

5? S i  se tiene

,c = c o t .n ',  s e rá  j r = a r c . c o t . ¿ y
luego ,

var iando de oo á o, es tará  r  { e a t r e o ° y t f *
y  ,, o a — co ; ( y  „  %7t y tí.

6 ? S i  se tiene

cose..!', será a ;=arc .cosc .£/
luego,

variando * \ de oo á i, e s t a r á  _ r  j entre o'J y  # * ,
( y  » I a c ó ;  ( y „ 72 n  y  tí.

N o ta s ,  r?— C ontiene advertir que, en ocasiones, 
dados los arcos por sus m agnitudes angulares, ó por sus 
valores en longitud ó lineales, hay  que expresar, con cier­
tos fines, la una cantidad por la otra; y  como que una 
circunferencia puede tomarse ó repetirse sobre sí misma 
un. número infinito de veces; se infiere, que los valores 
lineales de los arcos pueden ser cualesquiera, y  estar de 
este modo comprendidos entre o y  ¿ w ,  si bien el que

l
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corresponde á sólo una circunferencia lo define la forma 
muy conocida 2 tí r =  C: y a  se sabe  que la manera como 
se procede cuando se presentan esos cambios,  supuesto  
un arco a, lo manifiesta la ecuación

^  w  í \
( * )

ó, si la longitud a* se e x p r e s a  en partes  del radio, de m a ­

nera que sea-^-=j ' ,  convirtiendo,  además,  el arco ó á n g u ­

lo a en segundos,

 x  3 1 4  159 Xa" a."
 ̂~~~r i8 o X b o ~  6 4 8 0 0 0 "  206

divisor conocido (n.os 44 y 45); porque,  com o ya  se ha 
insinuado, es el número de los segundos contenidos en un

€  J

arco de una longitud ig u a l a l  radio de la circunfcrenc i a 
de que es una parte ese aico.

L a  fórmula (1 7) en señ a  pues, á d eterm in ar  la lo n g itu d  
de un arco cualquiera e x p r e s a d o  en valor  angular;  y se 
comprende, que si el arco se refiere á un radio diferente  
de la unidad, habrá que multiplicar el resultado por r, 
una vez que tiene de ser

a a "
206 2Ó4// 875 X ' ' -  ( O

Así,  respecto del arco ó á n g u lo  a = i 7 2 ' 2 s ' i  re
s u l t a r á d e l a  [ 17] ,

_  6 2 0  7 1 3" 

r “ 2 0 6 ^ 6 4 " ~ 8 = 3 ' 0 0 9  3 0 1 1
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por lo que

sen. 1 7 2 ° 2 5 /13 " = s e n . 3*009 3

2? D e  la ecuación citada, ó de la [b], sale

[18] a ''= 2 o 6  2 6 4 " '% yiy= 2o6 264." S y i — »

que es, recíprocamente,  el va lor  en segundos,  ó angular,  
de una longitud x  que, e x p r e s a d a  en partes del radio, se 
la supusiera conocida.  Por  tanto, si es y = 0/Ql se obtiene

a = 2 o 6  2 6 4 " - 8 X b/6= i / r  S 8 7 " - 3 = 4 7 ° 4 4 ' 4 7 " - 3 ;

)y  asi

s e n . % = s e n . 4 7 ° 4 4 ' 4 7 " ' 3 .

3‘? Si  dado un arco en medida angular,  se quisiera 
conocer el radio á que correspondiera  un supuesto valor 
lineal del arco, se tendría, por la [b],

206 264 *8W 
r = -------p -— X-t*.a"

Así, un arco de 25o 15' tendrá la longitud de S ^ o  
para un radio ó distancia al centro, expresada por

206 26u// 3
X  S m-50— S m- 5 X 2 ' 2Ó 9 = i 9 m‘ 2S6 5.

90 900"

4-1 Por lo visto en lo que precede y  en los n.os 44 y 
45« e l valor 206 2Ó4//-S es de la m ayor importancia en la 
análisis; pues que, entre otras cosas, permite establecer
la homogeneidad de las ecuaciones goniometricas. E n
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efecto, tratándose de ángulos  m u y  pequeños,  se ha v i s ­
to [ecua.* 12 y 14] que, en el límite, es

sen .¿= ¿ ,  tg.<5=<5;

pero tales ecuaciones  así escritas, serían h etero g é n ea s ,  
porque scn.8, ig.h son números abstractos,  mientras  que 
h es un número concreto, una m ag n itu d  angular,  de o r d i ­
nario expresada  en segu n d o s  de arco. Mas,  r e c o r d a n ­
do lo dicho en los números citados, tiene de escr ib irse  en 
verdad,

t c r  n = _________________________________

20Ó 264//,8’

¿ = 2 0 6  2Ó4//* 8 X s e n ¿= = 2 o 6  2Ó4//'8 X t g ' - ¿ J 

con lo que resultan las ecuaciones hom ogéneas.

IV. Relación eníre las funciones ciclométricas de un mismo
arco,— T ales  relaciones son las siguientes:

r? arc.sen.jr+arc.cos . x = y í n ,
2* arc.tg. jr-f-arc.cot. x = % n ,
3* are. sec.jr+arc. cose. x = y í n ,
4'? are.sen.vers.Jtr-f- arc-cos-versar

Demos.n Para la 1?: si

x = s e n .i¿ = c o s .(}4 n —  tt),

se verificará

?/r=arc.sen.A',

yí n ~  z/=arc.cos..r/
y, por suma,

/■¿7t= arc.sen.jr-f arc.cos.:r,

yí n

[■9]

\ * sen.b=
206 2 6 4 " -S’

ó también
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que es la i? C o n  igual procedimiento,  considerando la 
tangente  y cotangente,  secante y  cosecante ,&?, se hallan 
las demás.

V, Otras relaciones.— Son las principales

1) arc.sen..r=arc.cos. V i—x 2

arc.tsr. V I ■x

arc.cot. V I ■x
X

2) arc.cos.;r=arc.sen. V l — x2

3) arc.sec.#=arc.tg. V x2 — 1,

4) arc.tg.#=arc.sen.
x

V l + . *2

are. cos.

arc.cot.
V l +
1

■y* 2

1
x

5) arc.cot.#=arc.tg.— ,
a x 7

6) arc.cosc.^^arc.cot. ^ x 2 — \ .

{Continuará)


