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Il Si dos rectas se cruzan en el espacio, so cortaran,
respectivamente, las proyecciones del mismo nombre, determinando

entre si,

OBSERVACION. Dos proyecciones del mismo nombre
de dos rectas que se cruzan en el espacio, son paralelas,
si sucede lo mismo con los planos proyectantes respecti-
vos; Yy luego veremos dque aun puede darse el caso en
que, cruzandose las rectas, son ambas clases de proyeccio-
nes respectivamente paralelas.

Demos*, r? parte. Relativamente al plano horizon-
tal de proyeccidon, el proyectante vertical de la AB, por
ejemplo (fig. 36 dib. 1?), indefinidamente prolongado,
cortara la recta CD; pues gque dichas rectas no se en-
cuentran en el mismo plano; vy, si por el punto en que
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]Ja linea proyectante de la iInterseccion obtenida se en-
cuentra con la AB, se imagina una paralela a la CD;
cortandose la paralela y la AB, por el teorema | se cor-
taran tambien Ilas proyecciones horizontales, 0 del mis-
mo nombre, de dichas rectas; pero la proyeccion de la
CD es, i1denticamente la de su paralela, & saber: la tra-
za O Interseccion con el horizontal, del plano que, conte-
niendo las dos, pasa’ por la linea proyectante indicada;
luego se cortaran'entre si, en un punto m, las proyeccio-
nes horizontales de las rectas AB, CD, que se cruzan en
el espacio.

Por un razonamiento 1igual se infiere, que se corta-
ran también en N las proyecciones verticales de las mis-
mas rectas. Mas las Intersecciones respectivas de las
proyecciones de igual nombre de las rectas, no son pro-
yecciones de un mismo punto, pues que tal punto no
puede existir desde que, por cruzarse en el espacio las
rectas aludidas, no tienen ningun punto comun; luego la
linea determinada por esas Intersecciones No pueqe ser
perpendicular a la de tierra (n? 28, Tcor.)\ y asi es aque-
lla oblicua respecto de esta.

O. D. L. I?

21 parte. Crucense las rectas de manera que las
proyecciones verticales, por ejemplo (fig. 36, dib. 2?), se
corten en virtud de lo procedentemente expuesto: puede
suceder que el plano proyectante vertical de la Una sea
paralelo al de i1gual nombre de la otra; y estos planos
cortados entonces por el horizontal de proyeccion, deter-
minan dos lineas paralelas, que son las proyecciones de
igual nombre de las rectas; luego, cortandose dos proyec-
ciones del mismo nombre, hay casos en que las otras dos
son paralelas entre si.

La Una y la otra de las propiedades que se acaban
de demostrar se ven en la figura citada: en el dibujo 17
cada par de proyecciones se cortan, pero es mn\ la rec-
ta de las intersecciones, oblicua a la linea de tierra; en
el dibujo 2?, si bien db\ cd’ se cortan, es abcd.

52. CASOS INVERSOS. Las reciprocas de las propo-
siciones anteriores son ciertas en virtud de los siguientes
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TEOREMAS

| S1 en descriptiva las proyecciones de los mismos
nombres de dos rectas se cortan, respectivamente, determi-
nando sus intersecciones una linca perpendicitilal a la de
tierra; 0sl, corlandose dosproyecciones del mismo nombre,
se confunden las otras dos en una sola: Se cortaran las rec-
tas del espacio.

Demosll: i? parte. Consideremos las proyecciones,
horizontales, por ejemplo, ab, cd (fiig. 33, dib. 1?) de las
rectas: levantando por el punto m, interseccidon de las
mismas, una linea perpendicular al plano horizontal de
proyeccién, el proyectante vertical respecto de la ab con-
tendra esa linea proyectante; y lo mismo el plano pro-
yectante de la cd; luego estos dos planos proyectantes
se cortan; pues gue tienen una linea comun. Por igual
razon se cortan los planos proyectantes de las proyec-
ciones verticales db\ cd'; y como que, por el enhiesta-
miento de los planos de proyeccion, se cortan estos, se
cortaran, respectivamente, los planos proyectantes de las
proyecciones horizontales con los proyectantes de las
verticales. Mas por ser vnnJ LT, las lineas proyectan-
tes de los puntos m, vi se cortan (n? 29, Tcorf luego el
punto de interseccidon sera comun a los cuatro planos; vy
asi gque éstos se corten, pasando todas sus interseccionas
por ese punto; pero tales iIntersecciones son las dos rec-
tas del espacio; luego éstas tienen un punto comun 0, en
otros términos: se producen dos rectas que se cortan en
el espacio.

O. D. L. 1?

2? parte. Por lo visto en la 1?7, los planos proyec-
tantes de las proyecciones verticales db\ cd' (hg. cit.,
dib. 27), se cortan entre si; y como por el enhiestamien-
to, los corta el proyectante Unico de las proyecciones ho-
nzontales ab, cd, que son una sola linea; este plano pro-
yectante origina en el espacio dos rectas, a saber, las iIn-
tersecciones del mismo con los dos primeros, iInterseccio-
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nes gue tienen comun uno de los puntos de la linea en
gue se cortan estos planos; 0, en otros términos: se pro-
ducen dos rectas que se cortan en ct espacio.

O. D. L. 27

Il S1 cu descriptiva las proyecciones de tos mismos
nombres de dos rectas son respectivamente paralelas; 0,
siendolo dos proyecciones clcl mismo nombre, se confunden
las otras dos en una sola: seran paralelas las rectas del es-
paclo.

Demosil: 1?7 parte. Si por el punto a, por ejemplo,
de la proyeccién horizontal ab (fig. 34, dib. 1?) se levan-
ta una linea perpendicular al plano horizontal de proyec-
cion; esta linea y la proyeccidon mencionada determinan
el plano proyectante vertical respecto de la ab; por
igual razon, la linea proyectante del punto c de la cd
produce con ésta el plano proyectante respecto de la mis-
ma cd, y como por hipotesis es ab\cd; y son paralelas
entre si las lineas proyectantes, resultan paralelos di-
chos planos proyectantes. De i1gual manera los pla-
nos proyectantes respecto de las d b\ cd’ seran paralelos
entre si. Ahora bien, por el paralelismo del primer par
de planos, toda linea de uno de éstos tiene de ser para-
lela al otro, luego la recta AB, interseccion de los planos
proyectantes respecto de las ab db' es paralela al plano
proyectante relativo & la cd; y es asimismo la AB pa-
ralela al plano proyectante que determina la cd'; luego
es la linea AB paralela a la interseccion de los planos
proyectantes respecto de las cd, cd' que es la recta CD
del espacio; esto es:

AB N~ CD
O. D. L. 1?

27?7 parte. Por lo visto en la 1? los planos proyec-
tantes relativos & las proyecciones verticales ab\ cd’
(ng. cite, dib. 2?), son paralelos entre si; y como, por el
enhiestamiento, los corta el proyectante uUnico de las
proyecciones horizontales ab, cd, gue son una sola linea;
este plano proveciante origina en el espacio dos rectas,
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a saber, las intersecciones AB, CD del mismo con |los
dos primeros, intersecciones que tienen de ser paralelas;
0, en otros términos: se producen en et espacio dos rectas

paralelas entre si.
1 O.D. L. 2

11 S1 en descriptiva las proyecciones de los mismos
nombres de dos rectas se cortan, rcspectivamsnte, determi-
nando sus Intersecciones una linea oblicua d la de tierra;
0 si cortandose dos proyecciones del mismo nombre, son pa-
ralelas entre si las otras dos: se cruzaran las rectas del es-
pacio.

Denmosll, r? parte. Sean m\ n (fig. 37) los puntos
donde se cortan, respectivamente, las proyecciones verti-
y horizontales: como la linea mn es oblicua ala LT, ba-
jese del punto m la mm | LT; y tracese por Inter-
seccion de esa perpendicular con la cd, la ap{\ab: los
dos pares de proyecciones ai6iy cab\ cdy cd' determi-
nan dos rectas AjBj, CD que se cortaran en el espacio
(teor. 1); y como es. por construccién, ap”™ab, corres-
diendo a las dos la Unica proyeccidon vertical a'b\ tendra

de ser, por el teorema IlI,
AlB1™ AB; (a)

mas, por cortarse las A.Blt CD, determinan un plano; v,
por el paralelismo, las rectas (a) definen otro plano dife-
rente; luego las AB, CD no pueden encontrarse en Ul

mismo plano; y asi que no puedan ni cortarse ni ser pa-
ralelas: luego tales rectas se cruzaran en el espacio.

O.1). L. 1?

2 parte. EI plano proyectante vertical respecto de
N 37V teor. 1); corta los relativos a las proyecciones
ab,cd en dos rectas AB, C”~Dj que se cortan, y por ser
ab 7:cd es el primer proyectante indicado, paralelo al del
mismo nombre relativo a la cd; por lo gque las intersec-
cilones de estos dos planos con el proyectante respecto
de \a <d , tendran de ser C.D., CD. rectas paralelas; lue-
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irOt por la razon aducida en la r? parte, AB, CD no po-
dran encontrarse en un mismo plano; y asi tales rectas

se cruzaran cu el espacio.

O. D. L. 2?7
53. EXCEPCION. EI segundo de los teoremas reci-
procos no tiene, sin embargo, toda la generalidad apete-
cible: como ya se insinué (n? 51, teor. Ill, Observ.) hay

un caso, en que, siendo paralelas, respectivamente, las
proyecciones del mismo nombre, pueden 0 no serlo las
rectas del espacio, y resulta cuando dichas proyecciones
son perpendiculares & la linea de tierra. A la verdad,
por ser tales proyecciones perpendiculares a esta linea,
son evidentemente las del mismo nombre respectivamen-
te paralelas: ¢;qué direccion tendran entonces las rectas
del espacio? Es manifiesto que, por el enhiestamiento
subsiguiente, los planos proyectantes de cada recta, se
confunden en uno solo perpendicular a la linea de tierra:
de aqui que los dos planos a que se reducen los cuatro
proyectantes, sean paralelos entre si; y como las lineas
trazadas en un plano pueden tener distintas direcciones
con respecto a las trazadas en otro plano paralelo a4 aquél,
se sigue, que las proyecciones aludidas pueden correspon-
der a muchas rectas del espacio, gque tendran diferentes
direcciones entre si: tinas podran ser paralelas; pero,
por lo dicho, habra otras que no lo seran.

En este caso se puede conocer si las rectas son 0
no paralelas en virtud de los siguientes

TEOREMAS

| (directo). Las proyecciones y lincas proyectantes
extremas de dos rectas paralelas limitadas, son proporciona-
les entre si,

Decimos, que si ab-a'li (fig. 39), cd-cd' son las
proyecciones de dos rectas paralelas finitas AB, CD, cu-
yas lineas proyectantes extremas son A av Bb,Ad vy

Bb para la una; Cey Dd, Ce y Dd' para la otra; debe
ser
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A a:Cc=Aa:Cc\ £b:Dd—Bb':Dd’

Demose Sean E, F los puntos donde se cortan las
proyectantes Aa y Bb' de la primera, Cey Dd' de la se-
cunda: es evidente gque, por tener los lados respectiva-
mente paralelos, resulta AAB h—CDB; vy asi

EB:FD=AE:CF, *

0, poniendo por estas magnitudes sus iguales,
ab:cd=a’b':c'd’,

y es la primera de las proporciones qgque se debian de
demostrar. Si ahora se unen los puntos a a y c ¢, b,
Uy d, d\ resultan dos pares de triangulos semejantes,

a saber:
A A acirwCcc, ABbb'*Ddd’;

por lo cual se obtienen
Aa:Cc=Aa':Cc\ Bb:Dd=Bb':Dd

y son las otras dos proporciones gque debian de demostrarse,
Il (reciproco). Si las proyeccionesy lineasproyec-
tantes extremas de dos rectas limitadas, son proporciona-
les, las rectas seran paralelas entre si.
Demosil. Porgue si, en el caso de la figura, se veri-
fican

ab:cd—db':cd\

A a:Ce—A a:Ce, Bb:Dd=BbTUdIf

resulta: 1?7 que los planos de las proyectantes horizonta-
les y verticales, que contienen las rectas del espacio, son
paralelos, por ser perpendiculares a la linea de tierra; vy
2?, se Infiere de dichas proporciones gue, Sl son
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seran tambieén
Adré Ce, Bb' Dd'

esto es: los extremos de la una de las rectas, mas 0 rie-
nos altos sobre elplano horizontal respecto de los de la
otra, son también los mas 0 menos distantes del plano
y&rtical; y asi tienen las rectas una misma direccion; lue-

0-0, son paralelas entre sé.
L. O. D. D.

Nota. Es necesario advertir, que aun los teoremas

demostrados en el n? 51 pueden tener también sus excep-
cilones cuando las rectas del espacio son perpendiculares
a la linea de tierra: en el caso del teorema | no se cor-
tan, respectivamente, las proyecciones del mismo nom-
bre, sino gue se confunden todas en una sola recta per-
pendicular, en descriptiva, a la linea de tierra; y en el
caso del Ill, las proyecciones del mismo nombre son, res-
pectivamente, paralelas, determinando las de cada recta,
en descriptiva, una linea perpendicular también a la de
tierra.

54, APLICACION.— Las teorias desarrolladas en
teoremas precedentes facilitan la manera de dirigir por
un punto una recta paralela a otra. Porque dadas en
descriptiva las proyecciones de un punto y de una recta,
basta dibujar por las proyecciones del punto dos lineas
respectivamente paralelas a las proyecciones horizontal
y vertical de la recta: dichas lineas, que seran las pro-
yecciones de otra recta del espacio, determinan el para-

lelismo de ésta y la recta dada (n( 52, teor. II).

(Continuara)
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