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I I I  S i  dos rectas se cruzan en el espacio, 80 cortarán,
respectivamente, las proyecciones del mismo nombre, determinando

entre sí,
OBSERVACION. D o s  p royecc iones  del mismo n o m b re  

de dos rectas que se cruzan en el espacio,  son paralelas,  
si sucede lo mismo con los planos p ro y e c ta n te s  r e s p e c t i ­
vos; y luego verem os que aun puede  darse el caso en 
que, cruzándose las rectas, son ambas clases de proyeccio­
nes respectivamente paralelas.

Demos*, r? parte. R e la t iva m en te  al plano h o r iz o n ­
tal de proyección, el p ro ye ctan te  vertical  de la A B ,  por 
ejemplo (fig. 36 dib. 1?), indefinidamente p ro lo n g a d o ,  
cortará la recta C D ;  pues que dichas rectas  no se e n ­
cuentran en el mismo plano; y, si por el punto en que



I 'UN TOS, RECTAS V PLANOS 93

]a línea proyectante  de la intersección obtenida se e n ­
cuentra con la A B ,  se imagina una paralela á la C D ;  
cortándose la paralela y la A B ,  por el teorema I se c o r ­
tarán también las proyecciones  horizontales, ó del mis­
mo nombre, de dichas rectas; pero la proyección de la 
C D  es, idénticamente la de su paralela, á saber: la t r a ­
za ó intersección con el horizontal, del plano que, c o n te­
niendo las dos, p a s a ’, por la l ínea p royectan te  indicada; 
luego  se cortarán 'entre  sí, en un punto m, las p r o y e c c io ­
nes horizontales de las rectas A B ,  C D ,  que se cruzan en 
el espacio.

Por un razonamiento igual se infiere, que se co rta ­
rán también en n las p royecciones  verticales de las mis­
mas rectas. M a s  las intersecciones respectivas de las 
proyecciones  de igual nombre de las rectas, no son p r o ­
yecciones  de un mismo punto, pues que tal punto no 
puede exist ir  desde que, por cruzarse en el espacio las 
rectas aludidas, no tienen ningún punto común; lu ego  la 
l ínea determ inada por esas intersecciones no pueqe ser 
perpendicular  á la de tierra (n? 28, Tcor.)\ y  así es aque­
lla oblicua respecto de esta.

O. D.  L.  I?

2!.1 parte. C r ú c e n s e  las rectas de manera que las 
proyecciones  verticales,  por ejemplo (fig. 36, dib. 2?), se 
corten en virtud de lo procedentem ente  expuesto:  puede 
suceder que el plano p ro y ectan te  vertical  de la úna sea 
paralelo al de igual nom bre de la otra; y  estos planos 
cortados entonces  por el horizontal  de proyección,  d e t e r ­
minan dos líneas paralelas, que son las proyecciones  de 
igual nombre de las rectas; luego, cortándose dos proyec­
ciones del mismo nombre, h a y  casos en que las otras dos 
son paralelas entre si.

L a  úna y la otra de las propiedades que se acaban 
de demostrar  se ven en la figura citada: en el dibujo 1?, 
cada par de proyecciones  se cortan, pero es mn\ la r e c ­
ta de las intersecciones, oblicua á la línea de tierra; en 
el dibujo 2?, si bien db\ c d ’ se cortan, es a b c d .

52. CASOS INVERSOS. L a s  recíprocas de las p ro p o ­
siciones anteriores son ciertas en virtud de los siguienteso



CrEQMETTJA DESCRIPTIVA

TEOREMAS

I S i  en descriptiva las proyecciones de los mismos 
nombres de dos rectas se cortan, respectivamente, determ i­
nando sus intersecciones una linca perpendicitlai á la de 
tierra; ó si, corlándose dos proyecciones del m ismo nombre, 
se confunden las otras dos en una sola: se cortarán las rec­
tas del espacio.

Demos11.: i? parte. C o n sid erem os  las proyecciones,
horizontales, por ejemplo, ab, cd  (fiig. 33, dib. 1?) de las 
rectas: levantando por el punto m, intersección de las 
mismas, una línea perpendicular al plano horizontal  de 
proyección, el proyectante  vertical  respecto de la ab c o n ­
tendrá esa línea proyectante; y  lo mismo el plano p r o ­
yectante de la cd; luego estos dos planos p ro y e c ta n te s  
se cortan; pues que tienen una línea común. P o r  igual  
razón se cortan los planos p royectantes  de las p r o y e c ­
ciones verticales db\ c d '; y  como que, por el enhiesta-  
miento de los planos de proyección,  se cortan éstos, se 
cortarán, respectivamente,  los planos p ro y e c ta n te s  de las 
proyecciones horizontales con los p ro y e c ta n te s  de las 
verticales. M as  por ser vnn J _ L T ,  las l íneas p r o y e c t a n ­
tes de los puntos m , vi se cortan (n? 29, T c o r f  l u e g o  el 
punto de intersección será común á los cuatro planos; y  
así que éstos se corten, pasando todas sus interseccionas 
por ese punto; pero tales intersecciones son las dos r e c ­
tas del espacio; luego  éstas tienen un punto común ó, en
otros términos: se producen dos rectas que se cortan en 
el espacio.

O. D.  L.  1?

2? parte. Por lo visto en la 1?, los p lanos p r o y e c ­
tantes de las proyecciones  verticales  db\ c d ' (hg.  cit., 
dib. 2?), se cortan entre sí; y  como por el enhiestam ien-  
to, los corta el proyectante  único de las p ro y e c c io n e s  ho- 
nzonta les  ab, cd, que son una sola línea; este plano p r o ­
yectante  origina en el espacio  dos rectas, á saber, las in­
tersecciones del mismo con los dos primeros,  interseccio-
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nes que tienen común uno de los puntos de la línea en 
que se cortan estos planos; ó, en otros términos: se p ro ­
ducen dos rectas que se cortan en ct espacio.

O. D.  L. 2?

II S i  cu descriptiva las proyecciones de tos mismos 
nombres de dos rectas son respectivamente paralelas; ó, 
siéndolo dos proyecciones clcl mismo nombre, se confunden 
las otras dos en una sola: serán paralelas las rectas del es­
pacio.

Demos11.: i? parte. Si por el punto a, por ejemplo,  
de la proyección horizontal ab (fig. 34, dib. 1?) se l e v a n ­
ta una línea perpendicular  al plano horizontal de p r o y e c ­
ción; esta línea y la proyección m encionada determinan 
el plano proyectante  vertical respecto de la ab; por 
igual razón, la línea proyectante  del punto c de la cd  
produce con ésta el plano p royectan te  respecto de la m is­
ma cd, y  como por hipótesis es a b \ c d ;  y  son paralelas 
entre sí las líneas proyectantes,  resultan paralelos d i ­
chos planos proyectantes.  D e  igual  m anera  los p la ­
nos proyectantes  respecto de las d  b\ c d ’ serán paralelos 
entre sí. A h o r a  bien, por el paralelismo del primer par 
de planos, toda l ínea de uno de éstos tiene de ser p a r a ­
lela al otro, lu e g o  la recta A B ,  intersección de los planos 
proyectantes  respecto de las ab db' es paralela al plano 
proyectante  relativo á la cd; y  es asimismo la A B  p a ­
ralela al plano p ro y e c ta n te  que determ ina la c d ';  lu ego  
es la l ínea A B  paralela  á la intersección de los planos 
proyectantes  respecto de las cd, c d '  que es la recta C D  
del espacio; esto es:

A B  ^ C D
O. D. L. 1?

2? parte. P o r  lo visto en la 1? los planos p r o y e c ­
tantes relativos á las p royecciones  vert icales  a b\ c d '  
(ng. cite, dib. 2?), son paralelos entre sí; y  como, por el 
enhiestamiento,  los corta el proyectan te  único de las 
proyecciones  horizontales ab, cd, que son una sola línea; 
este plano p rovec ían te  or ig ina  en el espacio dos rectas,
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á saber, las intersecciones A B ,  C D  del mismo con los 
dos primeros, intersecciones que tienen de ser paralelas; 
ó, en otros términos: se producen en et espacio dos rectas
paralelas entre si.
1 O .  D .  L .  2?

III S i  en descriptiva las proyecciones de los mismos 
nombres de dos rectas se cortan, rcspectivamsnte, determ i­
nando sus intersecciones una linea oblicua d la de tierra; 
ó s i  cortándose dos proyecciones del mismo nombre, son p a ­
ralelas entre s í  las otras dos: se cruzarán las rectas del es­
pacio.

Demos11, r? parte. Sean m\ n (fig. 37) los puntos 
donde se cortan, respectivamente,  las p ro y e c c io n e s  verti- 
y  horizontales: como la línea m n  es obl icua á la L T ,  b á ­
jese del punto m la m'm I L T ;  y  trácese  por  in ter­
sección de esa perpendicular con la cd, la a p { \ a b :  los 
dos pares de proyecciones ai 6í y  ci b\ cd  y c d '  d e t e r m i ­
nan dos rectas A jB j ,  C D  que se cortarán en el espacio  
(teor. I); y  como es. por construcción, a p ^ a b ,  corres-  
diendo á las dos la única proyección vertical  a'b\ ten d rá  
de ser, por el teorema II,

A 1B 1 ^ A B ;  (a)

más, por cortarse las A . B lt C D ,  determinan un plano; y„ 
por el paralelismo, las rectas (a) definen otro p lano d i fe ­
rente; luego las A B ,  C D  no pueden encontrarse  en 1111 
mismo plano; y  así que no puedan ni cortarse ni ser p a ­
ralelas: luego tales rectas se cruzarán en el espacio.

O .  I).  L.  1?

2?̂  parte. El plano p ro ye ctan te  vertical  respecto  de 
^  3 ^’ teor. I); corta los relativos á las p ro y e c c io n e s
a b , c d  en dos rectas A B ,  C^Dj que se cortan, y por ser  
ab zj: cd es el primer p royectan te  indicado, parale lo  al del 
mismo nombre relativo á la cd; por lo que  las in tersec­
ciones de estos dos planos con el p r o y e c ta n te  respecto  
de \a < d , tendrán de ser C . D . ,  C D .  rectas paralelas; lúe-



ír0t por la razón aducida en la r? parte, A B , C D  no p o ­
drán encontrarse en un mismo plano; y así tales rectas 
se cruzarán cu el espacio.

O. D .  L. 2?

53. EXCEPCION. El se g u n d o  de los teoremas recí­
procos no tiene, sin em bargo,  toda la genera l idad  a p e t e ­
cible: como ya se insinuó (n? 51, teor. III, Observ.) hay  
un caso, en que, siendo paralelas, respectivamente,  las 
proyecciones  del mismo nombre, pueden ó no serlo las 
rectas del espacio, y  resulta cuando dichas proyecciones  
son perpendiculares á la línea de tierra. A  la verdad, 
por ser tales proyecciones  perpendiculares  á esta línea, 
son evidentem ente  las del mismo nombre re sp e ct iv a m e n ­
te paralelas: ¿qué dirección tendrán entonces las rectas 
del espacio? E s  manifiesto que, por el enhiestamiento 
subsiguiente,  los planos proyectantes  de cada recta, se 
confunden en uno solo perpendicular  á la línea de tierra: 
de aquí que los dos planos á que se reducen los cuatro 
proyectantes,  sean paralelos entre sí; y  como las líneas 
trazadas en un plano pueden tener distintas direcciones 
con respecto á las trazadas en otro plano paralelo á aquél; 
se sigue, que las p royecciones  aludidas pueden correspon­
der á muchas rectas del espacio, que tendrán diferentes 
direcciones entre sí: tinas podrán ser paralelas; pero, 
por lo dicho, habrá  otras que no lo serán.

En este caso se puede  conocer si las rectas son ó 
no paralelas en virtud de los s iguientes

TEOREMAS

I (directo). Las proyecciones y lincas proyectantes
extremas de dos rectas paralelas lim itadas, son proporciona­
les entre sí,

Decim os,  que si ab-a'li (fig. 39), c d -c d '  son las 
proyecciones de dos rectas paralelas finitas A B ,  C D ,  c u ­
yas líneas proyectantes  extrem as  son A  a v  B b , A d  y
Bb  para la una; Ce y D d , Ce y D d '  para la otra; debe 
ser
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A  a :C c = A a :C c \  £ b :D d — B b ':D d ’

Démose Sean E, F  los puntos donde se cortan las 
proyectantes  A a  y  Bb' de la primera, Ce y  D d '  de la s e ­
cunda: es evidente que, por tener los lados r e s p e c t iv a ­
mente paralelos, resulta A A B h — C D B ;  y  así

E B : F D = A E : C F ,  *

ó, poniendo por estas m agnitudes  su s  iguales,

a b : c d = a ’b':c 'd’,

y  es la primera d e  las proporciones que se debían de 
demostrar. Si ahora se unen los puntos a, á  y  c, c,  b, 
U y  d , d\ resultan dos pares de tr iángulos  semejantes,  
á saber:

A A  acirw/ Ccc, A  B b b '^ D d d '  ;

por lo cual se obtienen

A a :C c= A a ':C c\  B b :D d =  B b ':D d

y  son las otras dos proporciones que debían de dem ostrarse ,  
II (recíproco). S i  las proyecciones y  líneas proyec­

tantes extremas de dos rectas lim itadas , son proporciona­
les, las rectas serán paralelas entre si.

Demos11. Porque si, en el caso de la figura, se v e r i ­
fican

ab:cd—db':cd\

A  a: Ce—A  a': Ce, B b : D d = B b T: Ü d r'f

resulta: i? que los planos de las p ro yectan te s  h o r izo n ta ­
les y verticales, que contienen las rectas del espació,  son 
paralelos, por ser perpendiculares  á la l ínea de tierra; y  
2?, se infiere de dichas proporciones que, si son
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serán también

A d r é  Ce, B b ' D d '

esto es: los extremos de la una de las rectas, más ó ríe­
nos altos sobre e l plano horizontal respecto de los de la 
otra, son también los más ó menos distantes del plano  
y&rtical; y  así tienen las rectas una misma dirección; lue- 
o-o, son paralelas entre sé.

L. O.  D.  D.

Nota. E s  necesario advertir,  que aun los teoremas 
demostrados en el n? 51 pueden tener también sus e x c e p ­
ciones cuando las rectas del espacio son perpendiculares  
á  la línea de tierra: en el caso del teorem a I no se c o r ­
tan, respectivamente,  las proyecciones  del mismo n o m ­
bre, sino que se confunden todas en una sola recta p e r ­
pendicular, en descriptiva,  á la línea de tierra; y  en el 
caso del III, las proyecciones  del mismo nombre son, re s ­
pectivamente,  paralelas, determ inando las de cada recta, 
en descriptiva, una línea perpendicular  también á la de 
tierra.

54. APLICACION.— L a s  teorías desarrol ladas en los 
teoremas precedentes  facilitan la m anera  de dirigir  por 
un punto una recta paralela  á otra. Porque  dadas en 
descriptiva las p royecc iones  de un punto y  de una recta, 
basta  dibujar por las proyecciones  del punto dos líneas 
respect ivamente  paralelas á las proyecciones  horizontal  
y  vertical de la recta: dichas líneas, que serán las p r o ­
yecciones de otra recta del espacio, determinan el p a r a ­
lelismo de ésta y  la recta dada (n(? 52, teor. II).

t

(C ontinuará )


