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Demos0. P a r a la  r?: si se escr ibe

arc.sen. .r=;/,  será „ r = 3 e n a i ;  [c]
es, además,

eos.// \/ 1 sen2«-— \ l \—x2, 6 ?¿=arc.cos.  .\l 1 —x 2 , [d]
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s e n .it x  , x  r ..
t g . / / = ------- - — , o u = a r c . t g . - [e]

COS. Zi  v  1 — V  1 — y; 2

C O S . ? /  V 1 — x 2 , . V i — y 2
cotg.  tt —------= ----------- , o //=arc.cot .--------  : |_ f J

sen .u x  ^

i g u a la n d o  el va lor  de ?/, en la (c), con el de  la (d), (e) y  
t u  , se obt iene

, ------------------- .  x  .  V i — xA
a r c . s e n . A = a r c . c o s .  J  i — x 2 — are.tg.  ---- - , — arc .cot . --------

& V i — ,;2 x

O. E.  L. i?

P ara la 2 si se escr ibe

a r c . c o s . j i ~  ?/, sera  a z z c o s . / / ;

es además,

s e n . 7/ =  \J\— cos.2 ¿<=\/ i — x 2 , ó //=arc.sen.  V  i — x2  :

i g u a la n d o  los va lores  de //, se obt iene

arc.cos,  a*zzare.sen. ,\/1—p

O .  E.  L. 2?
Para la ï *: si se escr ibe

arc.sec.Azz//, sera Jt*zzsec.?//
es, además,
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igualando los valores de //, se obt iene

arc.sec.-rzzarc.tg.  V r 2 — i •

Para la 4?: si se escribe
O .  E .  L .  r?

arc.tg.ji*=//, será a ~ t g . / / /  (g)

es, además,

stn u = v r i h =l̂ V T + ^ 'ó " = a i V " e n v i i '  ( h >

1 1 1 eos. 7/= — -  , o //zzarc.cos.-—= =  (1)
V 1 +  tg.2 u V 1 +  x  V  1 +  -f2 v '

1 1 .  1 / ‘ Xcot.7/zz z z — , o // =  arc .cot .— : (1)
tg.M -F a*

igualando el valor de //, en (g) ,  con el de  (h),  (i) y  ( j )  
se obtiene

are.tg.x _ a r c .s e n  - 7 — —  zzarc.eos.  — ■ - 1 , zzare .cot .  —
\l i + x ¿ \f 1 -Kr2 x

O .  E .  L .  4?
I  ara la 5'.': si se escribe

arc.cot.rzz7/,  será  .rzzcot.//;

es, además,
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1  1  i -  1tg.z/zz— :— =  — , o z/ =  arc.tg.
C O t . f f  -F  -V

igu a la n d o  los va lores  de ?/, se obt ieneO

arc.cot . ;rzzarc .t2r.— .
-Fs

P ara la 6!.1: si se escr ibe
O .  E .  L. 5 *

are.cose.x ~  //, sera  „rzzcosc.z//

es, a d e m á s

c o t .7/z=N/cosc.2 /í— 1 — \ / x 2  — 1, o z z a r e . c o L a / f 2 — !

i g u a la n d o  los v a lo r e s  de //, se obt iene

are. cose, x — a re. eot. \f x 2  — 1.

O .  E .  L, 6?

VI. E x p r e s ió n  de la suma y  diferencia de dos arcos,— C o 
mo el seno y  t a n g e n t e  son las funciones  más  g en e ra l  
m en te  usadas,  t ra tarem os  de la sum a y  di ferencia  de dos 
arcos e x p r e s a d o s  en términos  del  seno  y  tangente .

El S u m a  y  d i f e r e n c i a  r e s p e c t o  d e l  s e n o . C o n 
viene  i n v e s t i g a r  ante todo, la forma g e n e r a l  de los arcos 
que t ienen un m ism o seno; y  después,  la forma que  c o 
rresp ond e  á un valor  particular.

a). Form a general  S e  ha indicado esta forma al 
hablar  de las funciones periódicas (n? 27); pero conviene 
se conozca  la manera  de encontrarla.  P a r a  valores i g u a 
les del seno (fig. 1 1 )
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A B  A
R ~  ’

el arco puede ser considerado en sent ido p o s i t ivo  ó n e 
gativo,  de la manera siguiente:O O

para -^-(sent ido  positivo),  son los arcos,  6 ángulos ,

^ , + 27t + « , + 47t + « , + Ó 7r + 2/...............; (k)

y, en sentido negativo,  son los arcos,  ó án g u lo s ,

—  271+//,—  47t+//,—  67í + ? ¿ , .............. ; (1)

luego, según (k), (1), lo serán en uno y  otro sentido,

.............................................  (m)

A 'B '
P a r a —^ —(sentido posit ivo),  son los arcos,  ó ángulos ,

+ 71— u ,+ 3 7 t— u ,+ 5 7 t— u ,  ; (n)

y, en sentido negativo,  son los arcos,  ó á n g u lo s .

— 7i— u,— 3 n — u — $71— 71, .............. ; (ñ)

luego,  según [n], [ñ], lo serán en úno y  otro sentido,

± * t — # , ± 3 7 t — « , ± 5 7 t — :u ,   [o]

I or tanto, según [m] y  [o], t ienen el m is m o  sen o  
Jos arcos

<3 u> ± 7 t— U, i 2 7 t+ u, ± 3^ — ± 4-71+ ........... ............  [p]
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E n  esta serie, ó en la [m], el término g e n e r a l  de los 
q u e  t ienen un coeficiente par  de  ti, es

/— ± 2 k 7t-\ru=  V2 71— Jí 7t+ //d b2¿’7t =  y2 n — 1 — ii\A-2 kn

y  en la m ism a serie [p], y  también  en la [o], lo es para  
un coeficiente impar

/  =  ±  [2J¿± 1 ]/t— 77= 7 1— « i  2/cn—  >2 7í-¡-[y¿7l— 7/]dr 2/’Tt;

por  tanto, á fino y  o tro  c o r r e s p o n d e  idéntica  forma si se 
presc inde  del s i g n o  del paréntesis;  luego,  c o n s id e ra n d o  
el s ig n o  de ambos,  el término g e n e r a l  de [p], e x p re s ió n  
de los arcos  q u e  t ienen un mismo seno, será

T =  7 l^f[ } 4  7 t— 7¿’] 4 z 2 fc7 t, [q]
I

forma y a  con oc id a  [n? 27]; y  se  s igue,  que

s e n . z / = s e n [  j47i=¡=(>¿71— 2/fot].
' *4

A h o r a  bien, si se l lama x  el va lor  del seno que c o 
r r e s p o n d e  á un arco cu a lq u ie ra  re p re se n ta d o  por [q], r e 
sulta

s e n .? / = s e n .  7 =  sen,[>2 7 i+ (}é 7 r— «)=t 2 k n \ = x ;  (r)

y  así,

?/=arc.sen.a*J Jé 7r=p(jé 7t— /¿)dL 2/’r t= arc .sen . . r ,

ó 7 =  7 7 =  jé 7iip( jé 7t— are. sen.a*) 2^71, (20)

e x p re s ió n  la más  g e n e r a l  de la función cic lométrica  re fe
rida al seno de un arco cualquiera:  en ella, como en las



196 r.TP.RO T FUNCIONES

anteriores,  escríbase ¿ = o ,  1 , 2 , 3 , . — , s e g ú n  la n a t u r a l e 
za del arco.

Esto  supuesto,  si

T = i + v

es un arco cualquiera c o m p re n d id o  en la forma (q); y,

s e n , i — -i", o  /— ai c . s e n . . i ,

sen.r '= i ' ,  ó í7=arc .sen. j jy
resultará

sen. 7 = s e n . ( / + : q = s e n V X c o s -e' + c o s -/' X s e n -í;

= x .  y  1 —y2  - f y. V  1 —.r2 ;

y  así
T = t - f-£'=arc.sen.  (a;. s j  1 —y2  -{-y. \ / 1 — x 2 ).

•» ‘

Luego,  si según las (q) y  [20], por  u se e s c r ib e  t-\-v> 
tendremos

T  ó t+ v=  yinrp[X71—are.sen.(x. s/^FFj2-\-y \l1

±2^71: [2 1]

tal es la expresión más g e n e r a l  de la s u m a  de dos  arcos  
en términos de los senos de los mismos,

b). Forma particular. Si, c o m o  s u c e d e  en la t r i 
gonometría  cuando se considera  cualquier  á n g u l o  de un 
triángulo, es 7  =ty~v  <g 7t, ó si la s u m a  t-\-v se hal la  e n 
tre o y y2 ti, ó entre o J y  7t; será  e v i d e n t e m e n t e  k = o  
en la [21];  y se tiene entonces

* + v =  X t í T [ X n — are. sen.(,r.  V 1 -//2 - f j / . V  1 + * 2 ) ] .  [ 22]
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Mas,  como s iendo posi t ivos  los senos en este  caso, 
la suma de los arcos p u e d e  no ob s ta n te  hal larse entre  o °  
y yin  6  entre  o °  y  n f s ig n o s  q u e  inducen,  por lo mismo, 
en a m b ig ü e d a d ,  para  ev i tar la  se h a c e  necesario  c o n s i d e 
rar el doble  s ig n o  de la e x p r e s i ó n  c o n te n id a  dentro  del 
paréntesis.  C o n  este fin, en v ir tud  del  seno de los s u 
mandos,  resulta

eos. [ / + u ] = c o s . / X c o s -z;— sen^ X s e n - ^ = V  i — x r¿. V  J —y2

■ V  V

I - ( z 2 +//2 )

V  i ~~x2 • V  1 ~y2 ~\~x 0 o o
si pues,

^ + y " < 11 es p o r q u e  e o s . [ / +  v] = + ,

y  se t o m a r á  en la (22) el s ig n o  superior:  así  es

¿-fz/=arc .sen.( .ar .V 1— y2Jr y W  1— x2), (23)

y  sólo c u a n d o  t-\-v <  yin.
Si

x  ~\~y es ^ + ^ > / 2  7t, p o r q u e  cos.(/+z^) 

y  se t o m a r á  en la (22) el s i g n o  inferior: así  es

t-\-v= n — a r c . s e n . ^ V  1— ?/2+ j K - V i — ^ 2)» ( 24)

cuand o  t-\-v >  yi n.

h n  resumen: con e 1 auxi l io  de la ecuación (s), las 
formas (2 $ )  y  ( i y )  dan los arcos  sin a m b ig ü e d a d :  tales 
ecuaciones,  c o m o  se sabe, p u e d e n  escr ib irse  también  de 
esta m an e ra

arc.sen._v-f-arc.sen.j '=arc.sen.(-i\ V  1 —y  2 V 1 “ -r 2)
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( cuando a*2 + v 2< i  
l ó  / + r < ^ 7r;

a re. sen. jir+arc. se n .y = n — ar c . se n+  x. V  i - / / 2 + +  V  i - .r  2),

cuando x2-\-y2y> i
ó  < + £ > > ¿ 71.

L a  ciclométrica correspondiente  á f s j ,  será

/-fe’= a r c . s e n . a ' + a r c . s e n . j ' = a r c . c o s . ( V  i — x 2W  i —y 2 — xy)

que, por el conocido s igno  del coseno de un arco  qu e  e s 
tá entre o °  y  yin, ó entre o °  y  n, no ofrece  a m b i g ü e d a d  
alguna.

Nota. Si  en vez  de la suma,  se c o n s i d e r a  la d i f e 
rencia de los arcos t y  v, resultará

t—  z/=arc.sen.^r—  a r c . s e n . j / = a r c . s e n . ( # \ / 1  —y 2 —y \ t  i — x 2) 

que no induce en a m bigüeda d,  por  cuanto

t — z —  =f T \  s e g ú n  que t^ v ;

•4

porque, siendo t y  v dos arcos  del p r im e r  cuadrante ,  la 
diferencia, ó se encuentra en el sent ido de los arcos  p o 
sitivos, es decir, entre o °  y  +  +  7t; ó en el de  los n e g a t i 
vos, quiere decir, entre o °  y  —  yin.

2? S u m a  y  d i f e r e n c i a  r e s p e c t o  d e  l a  t a n g e n t e .

C o m o  para la t a n g e n t e ( f i g .  i i ) h a y  dos  series

arcos, á saber, la formada por  los q u e  term in an  en A  ) 
la de aquéllos que concluyen en D'\ y  en c a d a  una  de 
estas series los arcos pueden tener  el sent ido  pos i t ivo  c 
negativo;  por razonamientos  s e m e ja n te s  á los del  caso i' 
se halla, que la prim era serie con t ie n e  los arcos

de

71, ±  271+ 7/, ^ 47t + 7/, L  071+ 7 / ,
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y la segunda, los

L u e g o  la serie  de los arcos  q u e  t ienen una misma 
tangente,  se e x p r e s a r á  por

7/, dz 7t - f  n, i  2 7 =t 37Í + 7/, i  - - - -, de /C7í~\-2l.
A s í  es

r = ± i k n - \ - u % ( t )

término g e n e r a l  de ( t) ,  la e x p re s ió n  de los arcos  á q u e  
corresponde  una misma ta n g en te ;  y  se s i g n e

tg .2¿ = t g .(  u ± k n  ).

E s t o  supuesto,  y  co n s ide ran d o  la función cic lométri-  
ca respect iva,  p u e d e  h a b e r  una forma g e n e r a l  y  otra  p a 
ra un va lor  particular.

a)  Form a general. S i  se l lama a: el va lor  de la 
t a n g e n t e  que  c o r r e s p o n d e  á un arco cu a lq u ie ra  r e p r e s e n 
tado por  ( t j ,  resulta

t g . ? ¿ = t g .  T = t g . ( u ^ k n ) — x ;  (u )

V asi
z/=arc.tor r,  // i  /{’7t=arc . tg . . i : ,

ó T = u = c L r c .tg .x  +  te , ( 2 5 )

e x p re s ió n  la más  g e n e r a l  de la función c ic lométr ica  r e 
ferida á la t a n g e n t e  de un arco cualquiera:  en ella, como 
en las formas anteriores,  escr íbase  k = o ,  1,2,3, .  - - - s e g ú n  
la naturaleza  del arco.

E s t o  supuesto,  si

T = / + v ,

es un arco cualquiera  c o m p re n d id o  en la forma ( t); y,
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tg. t = x ,  ó ¿ = a r c . t g . j r ,
ter.v=y, ó e/=arc.tg. j ' ;

resultará
^  , n tg.t+tq.v .r+R

t g .  7 = t g . ( ¿ - f - 7' ) =  - y— = ------— ;
& v / i — tg.tf.tg.v i — Xj f

y  asi
v '   ̂ .  'V+ ?/y = / + c ' = a r c .  tô .----- — .

 ̂ i — x .y

L u e g o ,  si s e g ú n  ( n j  y ( 2 5  J, por  7/ se escr ib e  i+v, 
tendremos

T  ó /+g>= arc . tg . - ' * ' ^  ±  k~: f  26 )
1 — jtry v y

tal es la expresión  más g e n e r a l  de la s u m a  de dos  arcos  
en términos de las t a n g e n t e s  de los mismos.  L a  e c u a 
ción precedente  se p uede  también escribir  de  este  m o d o

arc . tg . . r- t -arc . tg . j '=arc . tg .—  + -L  +  k~. ( 2 7 )
I —x.y —  '

» t

\

(<C on tin u a rá )


