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DemosO. Parala r?: si se escribe

arc.sen..r=;/, sera ,r=3enai; [c]
es, ademas,

eos.// \/1 sen2«—\|l\—x2, 6 ?,=arc.cos. \l1—x2, [d]
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sen.it X X r .

tg.//=-————--— , 0 U=arc.tg.- [e]
COS. Zi v 1— V 1— vy;2
COS.?/ V 1— x2 , .V i — y2
cotg. tt ——-—--—--= - , 0 //=arc.cot.--———- | £J
sen.u X

igualando el valor de % en la (c), con el de la (d), (e) vy
tu, se obtiene

, mrmmmmm—mmmmmo——— - X Vi—XxA
arc.sen.A=arc.cos. J |—Xz—are.t%£ Vi s arc.cot.--------
|

— ;2 X

Para la 2 si se escribe

arc.cos.ji~ 7/, sera azzcos.//;
es ademas,

sen.”/= \J\—co0s.2;<=\/i—X2, 6 //=arc.sen.V i—X2:

igualando los valores de //, se obtiene

arc.cos, a*zzare.sen. ,\/1—

O. E. L. 2?
Para la 1* si se escribe

arc.sec.Azz//, sera Jt*zzsec.?//
es, ademas,
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igualando los valores de //, se obtiene

arc.sec.-rzzarc.tg.Vr2—ie

O. E. L. r?
Para la 4?: si se escribe
arc.tg.ji*=//, sera a~tg./// (g)
es, ademas,
sthu=vrih #VT+2'0"=aitV"env i1 (h>
eos. //= _d : \ of) //zzarc.cos.——:lz (1)
V 1+tg.2u V 1+ X V 1+ -f2 V
cot.7/zz * zz-% o /= arc.cot.-! : (1)
tg.M -F a*

Igualando el valor de /, en (g), con el de (h), (1) v ())
se obtiene

are.tg.X _arc.sen -7—— zzarc.eos.—ml , zzare.cot. —
\l i+x¢ \f 1-Kr2 X

| ara la 5.1 si se escribe

arc.cot.rzz7/, sera .rzzcot.//:

es, ademas,
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tg.z/z2z— — = — , 0 Z/= arc.tg.
COt.ff -F -V

igualando los valores de 7, se obtiene

arc.cot.;rzzarc.t%r.—F .

Para la 61: si se escribe

are.cose.x — //, sera ,rzzcosc.z//

es, ademas

cot.7/z=Ncosc.2/i—1— \/X2 —1, o zzare.coLa/f2—

Igualando los valores de //, se obtiene

are.cose, X — are.eot. \fx2 —1.

O. E. L, 67?

VI. Expresion de la suma y diferencia de dos arcos,— Co -
mo el seno y tangente son las funciones mas ¢general
mente usadas, trataremos de la suma y diferencia de dos
arcos expresados en terminos del seno y tangente.

El Suma v diferencia respecto del seno. con-
viene i1nvestigar ante todo, la forma general de los arcos
gue tienen un mismo seno;, y despues, la forma que co-
rresponde a un valor particular.

a). Forma general Se ha indicado esta forma al
hablar de las funciones periddicas (n? 27); pero conviene

se conozca la manera de encontrarla. Para valores igua-
les del seno (fig. 11)
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A B A
R — '

el arco puede ser considerado en sentido positivo 0 ne-
gativo, de la manera siguiente:

para -"-(sentido positivo), son los arcos, 6 angulos,

/\,+27t+«,+47t+«,+C')7I’+2' ............... : (k)

Yy, en sentido negativo, son los arcos, 0 angulos,

— 271+ //,— A7t+//,— 671+ ¢, e ; (D

luego, segun (k), (1), lo seran en uno y otro sentido,

A'B’
Para—" —(sentido positivo), son los arcos, 0 angulos,

+ 71— U ,+37t—u,+s57t— U, : (n)
Yy, en sentido negativo, son los arcos, 0 angulos.

— A—U,—3N—U —$1— 71, e, ) (A)
luego, segun [n], [A], lo seran en uno y otro sentido,

+*t— # +x37t— «,£57t— U, [0]

| or tanto, segun [m] y [o], tienen el mismo seno
JOS arcos

<3 ux 1t— Ui 27t+Uu,x 3N— £ 471+ ... ST [p]
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En esta serie, 60 en la [m], el téermino general de los
gue tienen un coeficiente par de ti, es

/—* 2 Kit-\ru= V71— Ji a+//db2; = y2 n— 1— H\A-2Kn

y en la misma serie [p], v también en la [o], lo es para
un coeficiente Impar

/= £ [2)ix 1]/t— 1= 11— « i 2/cn— 271-j-[y¢7l— 7]dr 2/'T;

por tanto, a fino y otro corresponde identica forma si se
prescinde del signo del paréntesis; luego, considerando
el signo de ambos, el termino general de [p], expresidn
de los arcos que tienen un mMIsSmMoO seno, Sera

T= 7™M ya 7t— 7] az2 ot [q]
forma ya conocida [n? 27], y se sigue, que
sen.z/=sen| J471==(>¢ 71— 2/fot].
¥
Ahora bien, si se llama X el valor del seno que co-
rresponde a un arco cualquiera representado por [g], re-
sulta
sen.?/=sen. 7= sen,[>2 7i+(}é7r— «)=t2kn\=X; (r)

y asi,

?/=arc.sen.a*J Jé7r=p(je 1t— /;)dL 2/’rt=arc.sen..r,
0 7= 1= JéTip(je 7t— are.sen.a*) 271, (20)

expresion la mas general de la funcion ciclomeétrica refe-
rida al seno de un arco cualquiera: en ella, como en las
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anteriores, escribase (=0, 1,2,3,.— , segun la naturale-
za del arco.

Esto supuesto, si
T=I1+vVv
es un arco cualgquiera comprendido en la forma (q); v,

sen,I— -I', o /— alc.sen..lI,

sen.r'=1', 0 Ii7=arc.sen.jjy
resultara

sen. 7=sen.(/+:9g=senV Xcos-e'+ cos-/ X sen-i;

=X.Y 1—y2-fy.V 1—.r2;
y asi
T =t-f-£'=arc.sen. (a;.s] 1—y2 -{-y.\/1—x2).

Luego, si segun las (gq) y [20], por U se escribe t-\-v>
tendremos

T 0 t+v=yinrp[X7—are.sen.(x. s/I"FFj2-\-y\ 11
+2 /71 [21]

tal es la expresion mas general de la suma de dos arcos
en terminos de los senos de los mismos,

b). Forma particular. Si, como sucede en la tri-
gonometria cuando se considera cualgquier angulo de un
triangulo, es 7 =ty~v <g7, 6 si la suma t-\-v se halla en-
tre o y Wti, 6 entre 0Jy 7, sera evidentemente k=0
en la [21]; y se tiene entonces

*+v= XtiT[Xn—are.sen.(,r. V 1-//2-f)/.V 1+*2)]. [22]
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Mas, como siendo positivos |los senos en este caso,
la suma de los arcos puede no obstante hallarse entre o°
Y yin s entre o° y nfsignos que inducen, por lo mismo,
en ambiglUedad, para evitarla se hace necesario conside-
rar el doble signo de la expresion contenida dentro del
parentesis. Con este fin, en virtud del seno de los su-

mandos, resulta

eos.[/+u]=cos./Xcos-z—sen™ Xsen-"=V i—Xr.V J—y?
.V V
1 -(z2+//2)
V i~ 1~y2AX0 00
SI pues,
N+ y"<1l es porque eos.[/+V]=+,

y se tomara en la (22) el signo superior: asi es

.-fz/=arc.sen.(.ar.V 1—y2JryW 1—x2), (23)

y s6lo cuando t-\-v < yin.
SI

X ~\y es N+~N>/2 T, porque cos.(/+z7)
y se tomara en la (22) el signo inferior: asi es
t-\-v=n—arc.sen. MV 1-%%|K-Vi=" 2 ( 24)
cuando t-\-v> vin.

hn resumen: con el auxilio de la ecuaciéon (s), las
formas (2%$) y (iy) dan los arcos sin ambigliedad: tales

ecuaciones, como se sabe, pueden escribirse tambien de
esta manera

arc.sen._v-f-arc.sen.j'=arc.sen.(-I\V 1—y 2 V 1“ 1 2)
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1 9%

( cuando a2+ v 2<

I 0 /+r<”™ T
are.sen.jir+arc.sen.y=n—arc.sen+ x.V 1-//2++ V 1-.r 2)

cuando X2-\-y2y> i

0 <+£>>; 11
La ciclometrica correspondiente a fsj, sera

/-fe'’=arc.sen.a'+arc.sen.j'=arc.cos.(V i—X2W 1—y2—XY)

gue, por el conocido signo del coseno de un arco gue es-
ta entre 0° y yin, 6 entre 0° y n, no ofrece ambigltedad

alguna.
Nota. Si en vez de la suma, se considera la dife-

rencia de los arcos ty v, resultara
t—z/=arc.sen.~r— arc.sen.j/=arc.sen.(#\/1 —y2—y\t i —X 2)

gue no Iinduce en ambiguedad, por cuanto

t—z— = T\ segun que t"NV;

o

porgque, siendo ty Vv dos arcos del primer cuadrante, la
diferencia, 0 se encuentra en el sentido de los arcos po-
sitivos, es decir, entre o° y + + 7t; 0 en el de los negati-
vos, quiere decir, entre 0° y — vyin,

2?7 Suma y diferencia respecto de la tangente.

Como para latangente(fig. ii) hay dos series de

arcos, a saber, la formada por Ilos que terminan en A )
la de aquéllos que concluyen en D'\ y en cada una de
estas series los arcos pueden tener el sentido positivo c

negativo; por razonamientos semejantes a los del caso |
se halla, que laprimera serie contiene los arcos

L+ 211+ 1. ~47t+ {7, L 071+7/,
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y la segunda, los

Luego la serie de los arcos gue tienen uha misma
tangente, se expresara por

i/, dz k-fn, i 27 =t 371 + 1/, - - - -, de /Cli-\-4.
Asi es
r=xikn-\-u% (1)

término general de (t), la expresion de los arcos & que
corresponde una misma tangente; y se signe

tg.2¢=tg.(uxkn).

Esto supuesto, y considerando la funcidon ciclomeétri-
ca respectiva, puede haber una forma general y otra pa-
ra un valor particular.

a) Forma general. Si se Illama a: el valor de la
tangente gue corresponde a un arco cualquiera represen-
tado por (t], resulta

tg.?¢,=tg. T=tg.(u™kn)—x; (u)
V asi

z/=arc.tor r, //1 K a=arc.tg..I:,
6 T=u=cLrc.tg.x + te, (25)

expresion la mas general de la funcidn ciclomeétrica re-
ferida a la tangente de un arco cualquiera: en ella, como

en las formas anteriores, escribase k=0, 1,2,3,. ---segun
la naturaleza del arco.
Esto supuesto, si

T=/+vVv,

es un arco cualquiera comprendido en la forma (t); v,
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tg.t=Xx, 0 ¢=arc.tg.jr,
ter.v=y, 0 e/=arc.tg.j';

resultara
s , N tg.t+tg.v  .r+R
'S 7_tg'((’/'f'7) i —tgtftg.v i —Xjf’
y asi

Luego, si segun (n] y (253, por 7/ se escribe 1+vV,
tendremos

T 6 /+g>= tg.-'"*'N + k-~ f 26
0 g>=arc.tg. 1 itry ! Q

tal es la expresion mas general de la suma de dos arcos
en terminos de las tangentes de los mismos. La ecua-
cion precedente se puede también escribir de este modo

arc.tg..r-t-arc.tg.j'=arc.t gl— ;L(Jy + k~. (27)

«Continuara)



