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DtL PLANO
55. NOCION DI. , i A  NO,— S e  s a b e  que  “ el plano  es 

una superf icie  sobre que  se p u e d e  apl icar  una recta en 
cu a lq u ie r  s e n t i d o . ’’ D e  lo q u e  se infiere, que  “ si una 
recta  t iene dos cu;, -¡quiera de sus puntos  en un plano, 
se encontrarán  e.¡ • le todos  los puntos  de aquél la."
L u e g o  “ una rect  o u e d e  cortar  un plano más  que  en 
un solo p u n t o . ”

“ P o r  tres p ñu s que  no están en l ínea recta, puede  
pasar  un plano; ¡ .t  > nada más q u e  uno. L u e g o  “ la i n ­
tersección ele d ' ’ nos es una recta."

Por  tanto, n ' laño q u e d a  d e t e r m i n a d o  en el e s p a ­
cio, si se conocen t es puntos  por d o n d e  pasa, y que  no 
están en Un a ;ta; ó una recta y un punto tu era de

♦
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ella, que corresponden al mismo; ó dos i cetas  que sr

cort an ó son paralelas, situadas en el plano,
-6. TRAZAS DE Í'N PLANO,—  I J á m a n s e  así las m -

feisecciones tic este con los planos de proyección, \ s< di 
cen horizontal y  rr/V/VW, según el plano de proyecc ión  
donde se hayan form ado o se las s u p o n g a  situadas.  S 
con la ietra P  se des igna  la traza horizontal,  la vert ical  
.,e des ignará  con la misma letra, pero a ñ a d ié n d o le  el í n ­
dice, símbolo de la palabra pruna  [n.  25, A d / ? ] .  así, 1 < s 
pecto del plano OJ\ visto en p e r s p e ct iv a  ( fi g • -¡te dil 
1?), Z5 es la intersección con el plano horizontal ,  o la t r a ­
za horizontal; y P \  la vertical.  En  lo escrito,  c o m o  en 
el caso del punto y la recta, se indicará un plano m e ­
diante esas letras ú otras mayúsculas,  s e p a r a d a s  con un
guión: P-P\  Q  Q\ R - R ’...............d e s i g n a r á n  los planos,
cuyas trazas son P  y  P \  O y Q\ R  y R , etc.

V  como que un plano es s iempre  indefinido,  lo s e ­
rán 'las interjecciones con los planos  de p royecc ión ,  ó 
sean Jas trazas ú\J ulano; de manera  que,  si se r e p r e s e n ­
ta en descriptiva el / 'ano Q R  del dibujo i n c i t a d o ,  r e ­
sultará el bibujo 2? de Je misma figura,  d o n d e  las partes, 
punteadas, prolongaciones de P por e n c im a  de la l ínea 
de tierra, y  de P ’ por debajo, s ignif ican p orc ion es  de las 
mismas trazas, invisibles más allá de la l ínea de t ierra.

57. CUALIDADES DE LAS TRAZAS.— S o n  estas  c u a ­
lidades:

r? Las trazas de un plano pasan p o r  un misma 
punto de la linca de tierra , ó cortan esta linea cu un m is­
mo punto. Porque, cortándose las trazas,  t ienen allí un 
punto común; y, como se encuentran,  r e s p e c t iv a m e n t e ,  
en los planos de proyección; ese punto común lo es d e  
estos planos; mas la l inea de t ieria  es el l u g a r  g e o m é t r i ­
co de todos los puntos que son comunes  á tales  planos;  
lu e g o  ese punto corresponde á la l ínea de tierra; ó, en 
otras palabras: las dos trazas de un plano y la l ínea d e  
t ieria tienen un punto común; y  así q u e  aquél las  p asen
por  un mismo punto de ésta; ó que la corten en un m i s ­
mo punto.

Rota.' L a  proposición d e m o s t r o d a  p u e d e  p r e s e n t a r ­
se, con más general idad,  en esta forma: s i un plano corta-
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t/ros dos que tan/bien se c o r la n , p! punto común de la s  inter-  
;i<';*ciírn(ks de a q u é l  con éstos ,  es  un p a n to  de la inte rsecc ión  de éstos,

L a  demostrac ión  del principio es idéntica á la d a d a
p r e c e d e n t e m e n t e .

y] U n a  r e d a  s i l/ r u fa  en u n  p la n o  tiene, p o r  lo g e n e ­
ra L la s  tr a  za s , r e s p e c tiv a m e n te , en la s  d e l  p la n o ;  y  v ic e ­
v e r sa . Pues,  c o m o  qu e  una recta s i tuada en un plano 
c o r t a  ■ generalmente  todas las otras  rectas s i tuadas en el 
mismo, cor tará  e v i d e n t e m e n t e  las trazas de dicho plano; 
las (pie. so b re  ser l íneas de éste, se hallan además,  r e s ­
pect ivam ente ,  en los planos de proyección;  pero  los pun 
to s  en ({lie tal cosa  s u c e d e  son las trazas de la recta [n? 
44]; l u e g o  las trazas  de una recta de un plano están en 
las del mismo n o m b r e  del plano.

V i c e v e r s a : s i  la s  tr a z a s  ele u n a  recta se h a l la n ,  r e s ­
p e c tiv a m e n te . en las de u n  p la n o , la  recta  se h a l l a r á  en e l  
plano. Pues  q u e  las trazas de un plano, por ser  rectas 
de éste, t ienen todos  los puntos  en el plano; l u e g o  tienen 
•en el mismo los dos puntos  ({Lie, resp ect iva m e n te ,  son las 
trazas  de la recta; por  lo q u e  tal recta, teniendo en el 
p lano dos  puntos  se hal lará  tota lm ente  en éste  [n? 55].

R e s u m e n . L o  ex p u e sto ,  con m á s  g e n e r a l i d a d ,  se 
e x p r e s a  diciendo,  q u e  e l  l u g a r  g e o m é tr ic o  de la s  tr a z a s  
r e s p e c t iv a s  de tod a s la s  rec ia s  s i t u a d a s  en u n  p la n o , son 
Jas tr a z a s  d e l  m is m o  n om b re d e l  p la n o ;  y  v iceversa .

-Vota. E n  la proposic ión  21! se ha dicho por lo g e­
neral, porque  sólo cuand o  la recta sea paralela  á las t r a ­
zas del plano, 110 estarán las dos de aquél la  en las de éste; 
pero,  presc indiendo de tal supuesto,  se veri f icará la tesis 
r e s p e c to  de todas las d e m á s  l íneas del p lano que  tengan 
otra  dirección,  c o m o  s u c e d e  con la I I I  del plano O R  de 
la f igura en perspect iva,  va citada: la misma línea r e p r e ­
s e n t a d a  por sus proyecciones ,  se ve en el dibuja 2?, en 
el cual, per  lo dicho, son h, v las trazas horizontal  y  v e r ­
tical; y así h v - h 'v  la recta de q u e  se trata, s i tuada en el 
plano,

L e  lo q u e  se infiere un m é to d o  fácil para situar una 
recta  en un plano; pues  to m a n d o  el punto 1/—h' en P ;  y 
el v~v\ en P'\ basta l u í  ir h con v, y u con v'\ hv-h  v s e ­
rá una recta del p lano P - Í v d ad o  por  sus trazas.
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58. PROYECCION DE UN PLANO,— T a l  p r o y e c c i ó n  se
formaría proyectando sobre los planos de p r o y e c c ió n  i o ­
dos los puntos del dado; pero, tanto por la imposibi l idad 
de proyectar  todos los infinitos puntos  de un plano; 
cuanto porque tales proyecciones,  cubr iendo  el e s p a c io  de 
los planos de proyección en descriptiva,  ocultar ían e l e ­
mentos importantes sobre los planos c ons iderados ,  la 
representación suficiente de un plano en descr ipt iva ,  se 
hace ó por tres puntos que no están en l ínea recta; ó 
por una recta y  un punto fuera de ella; ó por  dos  rectas  
que se corten ó sean paralelas;  ó, en fin, q u e  es lo más 
práctico y  mejor, por las trazas del m is m o  plano. A s í  
a -a , b-b\ c-c designarán un plano d ad o  por  tres puntos  
que no estén en línea recta; ab-ab\ c-c  el que  e s t u v i e ­
ra definido por la recta A B  y  el punto C  fuera de  ella; 
las ab-a b\ cd -cd ' el d eterm in ad o  por las rectas  A  B , C D , 
paralelas ó en ángulo;  y, en fin, por  P - P \  c o m o  q u e d a  
dicho, el plano dado por sus trazas.

59. DIFERENTES POSICIONES DE UN PLANO,— E s t e
puede tener respecto de los planos de  p r o y e c c i ó n  en 
perspectiva,  las posiciones que se indican en el s i g u i e n t e
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C U A D R O
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Oblicuo á los planos de { y  como que sem ejante  plano j
proyección y á la línea de } se halla á un tiempo en los {
tierra; j cuatro ángulos diedros, la po- f

( sición es _}

f  C encima de é l ........................... 1
al plano horizontal.  - en él- -  1

I debajo de é l .............................. 1 3

o
o

a
o

&
o

\

 ̂ delante de él   1

al plano v e r t ic a l . . . .  < en é l   .......................................1

sin condición n in g u n a —  -4

á la línea de tierra y  (  
oblicuo á los de pro­
ye c e i ó n , consideran­
do que la porción de ) perpendicular al plano bi­
plano definida por las sector del diedro 1°, 2", 3o, 
trazas, puede estar 4o 
en el diedro I o, 2o,
3o, 4°: V

r

pasando por la línea f sin condición n i n g u n a . . . . 2 
de tierra; y  como que | coincidiendo con los planos 
el plano del diedro IV <¡ bisectores 0
se dirige al 3o; y  del 
2° al 4"; ó viceversa: v

al plano horizontal y  oblicuo al v e r t ic a l ...................1
2 al plano vertical y  oblicuo al horizontal...................1

á la linea de t ie r r a ............................................................. 1

v

/ detrás de é l   . 1  3

4 8

4

OO

Total  de las posiciones diferentes o o

6o. POSICION EN DESCRIPTIVA DE LAS TRAZAS DE 
UX PLANO.— C o m o  en el caso de la recta  [n? 46], pr inci ­
p ia rem os  con 

I L a s  posiciones generales.  C rn plano oblicuo a los de
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proyección t' ó lei lineo ile l ie i io  st¡ c n c u c n i i . i  (i ■. í^iicil 
manera y ál mismo tiempo en los cuatro diedros;  de a q u í  
q u e ,  en t*l ángulo triedro, c j  \ o  v c i n c e  esta en la l inea de 
tierra, definido por el plano supuesto  y los de p royecc ión,  
los ángulos  planos de estos, l imitados poi esa l ínea \ las 
trazas de aquél, tengan valores cualesquiera  o sean más 
ó menos agudos,  más ó menos obtusos;  por c o u s i g u i e n  
te, verificado el rebatimiento,  /as (razas cíe un piano  
oblicuo d los de proyección y  á la linca de (ierra, (cu Iran 
respecto de ésta, una dirección oblicua, confandola en un
mismo punto  [n? 57, r.lJ-

En este caso y  como lo manifiesta la f igura 40, pin­
dén tener las trazas tres posiciones,  con relación al m i s ­
mo segmento de la l ínea de tierra, desde  el punto d o n d e  
la cortan, á saber: 1? formando con dicho s e g m e n t o  á n ­
gulos agudos,  como en el dibujo 1?: s u c e d e r á  así  cuando,  
en el triedro que tiene por arista el s e g m e n t o  aludido,  
son agudos  los ángulos  diedros  formados  por el plano y 
los de proyección.  2? E s  ayudo e l uno de esos ángulos 
y obtuso el otro, estando las (razas además, cu linca, ree- 
¿a; lo que sucederá  si, respect ivamente ,  el uno de los dos 
ángulos diedros es obtuso, y el otro agudo;  pero  e n t o n ­
ces, como se demostrará después,  el plano oblicuo, consi­
derando sus (razas en el prim er cuadranfc, deberá ser 
perpendicular a l plano bisector del secundo. V-’ E s ,

/ 7simplemente, agudo el uno de esos án yulos, y obtuso el
f  •  *

otro, como en el dibujo 3?; sucede  esto si se veri f ica  lo
dicho en el caso anterior, pero no ex is te  la p e r p e n d i c u l a ­
ridad indicada.

II  Posiciones particulares. A  ). Paralelo á alguno de
l(C\ planos de proyección. C o m o ,  por el supuesto ,  el p l a ­
no dado no corta éste, no puede  ex is t ir  la traza ilei m i s ­
mo nombre; pero el óiro de proyección,  c o r t a n d o  los dos 
paralelos, determina intersecciones paralelas:  la una es 
la t iaza del mismo nombre de ese plano, ó sea  de n o m ­
bre contrario del paralelo; y  la otra, la l ínea de tierra,  

-nego, en descriptiva ó verif icado el rebat imiento ,  r e s u l ­
ta, que m un plano es paralelo á alguno de los de proyec­
ción, no existirá, la (raza del misino nombre; pero la de 
nombre contrario será paralela á la línea de (ierra.



P o r  lo visto en el cuadro,  si el plano es paralelo al 
horizontal  de proyecc ión,  la f igura 41 da una idea sobre  
ia posición de la traza vertical  P ’: en el dibujo 1? estará  
encima de la l ínea de tierra, por estar  el plano encima 
del horizontal;  en el dibujo 2? estará  en la l ínea de tierra, 
por coincidir  el plano con el horizontal;  en este  caso, é 
i m a g i n a n d o  finita la traza, se dibujarán dos p e q u e ñ o s  
ra sgo s  en c im a  de la l ínea  de tierra, pero  muy p ó rx im o s  
á ella; en el dibujo 3?, f inalmente,  estará  dicha traza por 
debajo  de la l ínea de tierra; pues  q u e  el p lano se halla 
por debajo  del horizontal;  y, c o m o  éste  lo oculta,  se h a ­
rá con puntos  el d ibujo  de la traza.

P e ro  si el plano es para le lo  al vertical,  no h ab rá  más 
q u e  la traza horizontal  P, parale la  á la l ínea de tierra; v i ­
sible por d e b a jo  de la misma, c o m o  en el dibujo 1? de la 
f igura 42; en dicha  l ínea y  d e s i g n a d a  con p e q u e ñ o s  t r a ­
zos por d e b a jo  de ella, com o en el dibujo 2?: por encima,  
finalmente,  pero  s e ñ a la d a  con puntos,  por ser  invisible; 
lo dicho s e g ú n  que  el p lano se halle, respect ivamente ,  
delante  del vertical,  co in c id ie n d o  con éste, ó detrás  del 
mismo.

B )  Paralelo á la línea de tierra y oblicuo á los de proyec­
ción, S e  sabe,  q u e  “ si por una recta paralela  á un plano 
se hace  p a s a r  otro  secante,  la3intersección será  paralela  
á la r e c t a ”; y  c o m o  q u e  la recta  paralela  es en el caso 
actual  la l ínea de tierra, p o r  la q u e  pasan los planos  h o ­
rizontal y vert ical  de proyecc ión,  secantes  respecto  del 
plano dado,  las intersecciones,  que  son las trazas de éste, 
serán parale las  á la l ínea de tierra. L u e g o ,  verif icado 
el rebatimiel i to  de los planos de  proyección,  un plano  
paralelo a la linca de ¿ierra , pero oblicuo a los de p ro ­
yección, //ene las /ra zas paralelas á esa línea; y esto, sea 
cual fuere, por  otro lado, la posición del plano.

P o r  tanto:
i-’ S i  no hay 11 i  ayuna condición p a rticu la r , las /ra­

zas, paralelas  á la l ínea de tierra ó, lo q u e  es lo mismo, 
s iendo paralelas  entre  sí, distarán d e s i g u a l m e n t e  de esa 
linea; y s e g ú n  se cons idere  la parte  de plano definida 
por las trazas,  en el d iedro  1?, ó en el 3Ó se hallaran es­
tas á distinto lado de dicha línea: la horizontal por de-

PUNTOS, RECTAS Y PLANOS 2QJ



208 GEOMETRIA DESCltlPTI VA

bajo v la vertical por encima, s i  se trata de aquél; pero 
inversamente s i  se trata de este [ f igura  43, dibujos  i9 y  
3?]; mas si la parte q u e se considera esta en el diedro 2? ó 
en el 49, se hallarán las trazas a l mismo lado de la linea 
de tierra: ambas por encinui respecto de aquél; ó p or de­
bajo respecto de éste [fig. cit., dibujos 2? y  4?].

2? S i  e l plano es perpendicular a l biseetor del d ie ­
dro 1?, 2?, 3? ó 4?, las trazas, por lo demostrado,  p a r a l e ­
las á la línea de tierra ó, lo que es lo mismo, s ien do  p a ­
ralelas entre sí, equidistarán de dicha linca; pues  que 
cortando los tres planos por un cuarto p e r p e n d ic u la r  á la 
línea de tierra, resultan dos t r iángulos  rectángulos ,  c u ­
yas hipotenusas son las distancias de las trazas  á esta l í­
nea; luego tales distancias son iguales.  I a i e g o  en desO O o
criptiva y según que se considere  el p lano p e r p e n d ic u la r  
al biseetor del diedro i 9 ó 39, se hallarán á distinto lado 
de la línea de tierra , pero á ig u a l distancia de la misma: 
la horizontal por debajo y  la vertical p or encima s i se 
trata de aquél; pero inversamente s i  se trata de éste (fig. 
44. dibujos 19 y 39); pero s i  la perpendicularidad se re­
fiere á los bise clores de los diedros 29 o 49, las trazas se 
confundirán en una línea paralela- á la de tierra- p or en­
cima de ella , considerando aquél’, ó por debajo respecto de 
éste [fig. cit., dibujos 29 y  49]

(  Continuará ).


