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bj  Form a particu lar . Si ,  c ó m o  s u c e d e  en la tr i 
g o n o m e t r í a  c u a n d o  se c o n s i d e r a  c u a l q u i e r  á n g u l o  de un
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triángulo,  es 7 ' = / + e i< : ó  l a s u m a  /+ v  se halla e n t re  o °  
v  JAn,6 entre o °  y  s  será  e v i d e n t e m e n t e  k = o e n  l a ( 2 ; ) ;

Sí ' • • '■ ^
y  se tiene entonces

/ +  v=a.rc.tg . . r + a r e . t g . _ y = a r c . t g .  ,
%/

ecuación qu e no induce en a m b i g ü e d a d ;  p o r q u e ,  d e p e n 
diendo el s i g n o  del d enomina dor ,  s e r á

t+v<ClÁ ~  si

y  / + * > # -  ,, - r r > i ;

pero, como en este último caso, la t a n g e n t e  es n e g a t i v a  
pues t g . [ ^ 7 r - h # ] = t g . ( - — b ) = —tg.b; p o r  lo cual

t g - f / + ^ = t g . f ^ - + a ) = — tg.b, y  t g . / ; = — t g f ¿ + v j

1 — tg./Xtg.v x y — 1
resulta

/ + £ '  ó a r c . t g . A ' - [ - a r c . t g . i / = — are. tg. ( y )
xy— 1 v '

\  si son cualesquiera  los a rc o s  q u e  se s u m a n ,  c o m o  
la expr esi ón f t j  c o r r e s p o n d e  á t od o s  los a r c o s  q u e  t i e 
nen una m i sm a  tangente,  p o s i t i v a  ó n e g a t i v a ;  en c a s o

Va^°r ne& atavo esta U n c i ó n ,  será,  s e g ú n  la (2 ^ )

T ó  t+ v  ó arc.tg.A' - f  a r c . t g . 4 ' = — a r c . t g . - á t Z  +  /C77) ( lS )
xy— 1 —  K '

qu e \ a l e  p a r a  arcos que terminan en el s e g u n d o  ó c u a r 
to c u a d r a n t e .  S i  pues,
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Z - fvy> >2 Ti, ó e s tá  el a r c o  e n t re  o °  y

s e r á  en la ( 2 8 ) ,  k =  1 ; y  resultará,  c o n s i d e r a n d o  el s ent id o
•  •

p o s i t i v o

X-\- V
arc.tcr r - f  a r c . t g . y = ~ — arc.  tor.—

^  X 7 J— 1

E n  resumen: los a r c o s  se  o b t i e n e n  sin a m b i g ü e d a d  
m e d i a n t e  las e c u a c i o n e s

, . t x + V  í  c u a n d o  xy<c i.arc.tg.^4-arc.tg.i/=arc.tor.—
&  ̂ o / + r < 72

 ̂ 1  ̂ x-Vv  í c u a n d o  . z t > i ,
a r c . t g . a r - f a r c . t g . r = ~ — a r c . t g .  , T/

&  ^  - r / / —  1  (  O  Z + z > > i ¿ ; r .

N o t a . — S i  en v e z  de la s u m a  se c o n s i d e r a  la d i f e 
r e n c i a  d e  los a r c o s  t y  v, r e s u l t a r á

Z— V- a r c . t g . . r a.rc.t g.y-- x
i + x y

q u e  no i n d u c e  en a m b i g ü e d a d ,  p o r  c u a n t o

p o r q u e ,  s i e n d o  v<^)Ár, la diferencia,  ó se e n c u e n 
tra  en el se nti do de los a r c o s  posit ivos,  es to  es, entre  o °  
y + X * \  6 en el de los n e g a t i v o s ,  q u i e r e  decir,  ent re  o °
v  1 / —) —  h  -
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EJEMPLOS
i?  D e m o s t r a r  qu e

5 2 , V 1 4
arc. tg. — y = — are. tg.  — = a r c .  tg.

*  V u  V u  8

L o  es, p o r q u e  si

/ —arc.tg.-  ? - = , 6 t g . /  m
V 1 4 ’ V h ’

y  ^ = a r c . t g . —7 = - ,  o t g . p —■ =
* 6 V i 4 *  V 1 4

se tiene

tg . ( / _ y) = Í g J z J l L = O i  V u _ _ V i p —  3 X r4
i+tg.íxtg.v  5 2  10 24XV14

V u  i 4

y  asi

/— p = a r c . t  g.
5

V U .
8 ’

V U a r c , t g \ / u
arc.tg. P g

2? D e b e  ser

J =  2. are. tg J ^ = a r c .  tg. ìLLj*

P a r a  esto, e s c r í b a s e
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tS 'V— ó v = a r c .t g . J :  , ó 2 u = 2 a r c . t g .

te-o
2tg.u - 2

1 t e - 2 uo 1
í —x 
1+ x

2x X

o 2 uzziarc. te-O
X

l u e g o

j ) ' = 2 a r c . t  g.
1

14-
2 u — a r c . t g . V I 1-2

;tr
( w )

P e r o  e s t a  e x p r e s i ó n  se p u e d e  s i m p l i f i c a r  m á s  aún.  
E n  efecto,  si

s e n . r  x
s e n . r — x ;  c o m o  t g . m

COS.”  V 1 — X- 2 ’

. 1  \ / l — X  2V cotg.rzz—  =  -------- ;
tg.r  x

es claro,  q u e  p o n i e n d o  e st e  v a l o r  d e  —̂ —  en la e x p r e -
x

sión (vv),  se  tiene

j '  =  a r c . t g . ( c o t g . r ) ,  ó  t g . j j ' z z c o t g . r :

s i g n i f i c a  pues,  q u e ^  es un arco que tiene p o r tangente la 
cotangente de r ;  ó que^j '  y  r  son c o m p l e m e n t a r i o s :  así
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p or  tanto
y —  Y¿ t i—r.

3?  H a l l a r  la e x p r e s i ó n  m á s  simple del a r c o  e x p r e  

sado por _____
i +  V 1 —x 2

r z = 2 a r c . t q c — — ---------
s  x

E s c r í b a s e

lueo-o
s e n .v z z x ,  y asi cos.f»=\/l—sen.2¿-= \ / l —-v2;

i + s / l —x2 1+cos.i? 2COS. A v  eos. A v  T/
— 1----------------- = ------------——- -------- :--------— —  — --------— i = c o t .  %  v ;

x  sen.e> 2sen£yXcos.¿y sen. i  v

por  lo cual resulta

jj’= 2 a r c . t g . ( c o t g . y¿v~), ó y íy —a r c . t g . ( c o t g .  ]/,v) 

así es y2y  c o m p le m en ta ri o  de ]Áv. L u e g o

} 4 y + y í v = z } 4 i t ,

O y ~ 7t—v

4? D e m o s t r a r  que

( |_ a rc .tg . = ÍL'Xarc. X
s e n . -

a

S i  en la 2 ? de las e c u a c i o n e s  ( 1 9 ) ,  se e s c r i b e

la c a n t i d ad  ~ a~ -
p o r  x

* se tiene

K  ?t=arc.tg. X f L _ f !+arc CQt V «2
X  X
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v a l o r  q u e  t r a n s f o r m a  el dado,  en

   o X
„2  „ — ÍL  V arc.tg .ÍL-Xarc.cotg.     ^J  —  o 2  2»

p o r q u e  e s c r i b i e n d o

, \ / ( t 2 — X 2 ,  W  — \ 2
z ' = a r c . c o t g . - ------------- , o c o t . r = A _ í : ____

X X

resulta

. i x  ,  v

t g . z ' = ~ - — = -  -  y  a s i  v m  a r c . t g . —
cot. v \ f (r  — x 2 V «  2— \ 2

A h o r a  bien,

x
^r n  tg .v   s/ a ¿—x ¿ x  , . r
sen.z/—  —- ■ -------------------- = = — , o : ' = a r c . s e n . —

v l + t g .  ~v ___  (í a a
V a 2 - x 2

p o r  tanto

y
(L 2

X  are.cot. V  « 2 X 2 a a
V:

X
X  are. sen

5? < 3 « - ) - a r c . t g .
t . Ç - a +

arc.t^*.o
1

a

T>X b g . a
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V I I I  

INFINITESIMAS Y METODO INFINITESIMAL

4 8 . O b j e t o . — E l  método infinitesim al estudia
el origen y  las propiedades de las funciones indefinida
mente decrecientes, en cuanto son materia de la análisis. 
P o r  tanto, debe e x a m i n a r s e  al r esp ec to:  i q u é  son las  
funciones decrecientes  l l a m a d a s  infinitésimas;  2?, c u á l e s  
sus propiedades;  y  3?, la m a n e r a  c o m o  se han i n t r o d u c i 
do en la análisis, y  lo qu e s ignif ican en el cálculo.

4 9 .  D e í i n i e í ó n . — S i  u na  función d e c r e c i e n t e ,  

c o m o — , toma val or es  c a d a  ve z  m á s  p e q u e ñ o s ,  d e  m o d o
CÜ

que se acerque indefinidamente á cero,  sin l l e g a r  á s e r  
nunca e x a c t a m e n t e  cero (Introd. ,  n? 8),  se  c o n v e r t i r á  en  
una infinitésima ó sea una cantidad indefinidamente p e 
queña; y  de aquí  la definición:

Cantidad infinitamente pequeña ó infinitésima, es la 
que se hace menor que toda otra magnitud determ ina
da absoluta. D e c i m o s ,  qu e es la que se hace menor, 
para significar que es c a n t i d ad  v a r i a b l e  d e c r e c i e n t e :  u n a  
m a g n i t u d  que de otro m o d o  l l e g u e  á s e r  c e r o  no s e r á  
pues,  infinitésima. A ñ a d i m o s ,  que toda otra m agnitud  
determinada, porque la c a nt id ad  de q u e  se trata,  d e c r e 
ciendo siempre m á s  y  más,  c on cl u ir á  por  ser  m e n o r  q u e  
toda otra fija ó constante,  por p e q u e ñ a  q u e  se la s u p o n 
g a ;  y  se le adiciona á ésta la calif icación de absoluta; 
p o r q u e  cualquier  valor positivo,  a u n q u e  s e a  p e q u e ñ í s i 
mo, y  aun el mismo cero, es s i e m p r e  m a y o r  q u e  c u a l 
quier  cantidad neg at iv a,  por  solo su sentido;  y  a h o r a  se  
trata de significar  una c ant idad de s u y o  d e c r e c i e n t e ,  sin 
consideración á n ing ún sentido p o si t iv o  ó n e g a t i v o .

L a  posibil idad de e x i s t e n c i a  de las i n f i n i t é s i m a s  se

h a c e  manifiesta con el e je mpl o s i g u i e n t e :  la f u n c i ó n — ,
( ü

c r e c i e n d o  o indefinidamente,  p u e d e  t o m a r  los v a l o r e s
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irc iü o ’ iooo iooüü" ;  iüooooü’ que son cada v,-z
m e n o r e s  sin l l e g a r  á s e r  cero;  mas,  c o m o  el d e n o m i n a 
d o r  p u e d e  c r e c e r  sin límites,  i n d e f i n i d a m e n t e  puede  d i s 

m i n u i r — ; p o r  tanto,  la d i f e r e n c i a  e n t r e  un v a l o r  p e q u e -
(O

ñísimo q u e  se a s i g n e  á este  q u e b r a d o  y  cero, p u e d e  l l e 
g a r  á s e r  m e n o r  q u e  t od a  c a n t i d a d  d e t e r m i n a d a .  C u a n 

do se v e r i f i q u e  esto,  — s e r á  infinitamente, peo nena ó ih-
1 O) !

Jin itcsim a , la q u e  se d e s i g n a  con el s í m b o l o
•  •

l ím. — = o .  ( 2 9  )
( O  v

Ñ o p a . — C o n v e n d r e m o s  en r e p r e s e n t a r  las  f u n c i o 
nes c r e c i e n t e s  ( n . ° ‘ 2 6  y  3 6 )  p o r  las letras  ú l t i m a s  del a l 
fa be to g r i e g o ;  y  las d e c r e c i e n t e s  ó i nf inités imas  p or  las  
p r i m e r a s  del m i s m o ;  d e  m o d o  q u e  la e c u a c i ó n  ( 2 9 )  p u e 
de e s c r i b i r s e

l í m . a = o

E n  el s e n t i d o  q u e  e s t u d i a m o s ,  la t e n d e n c i a  de las  
f u n c i o n e s  d e c r e c i e n t e s  es  á a n u l a r s e ;  p o r  e s t o  con t o d a  
p r o p i e d a d  dice  la e c u a c i ó n  p u e s t a ,  q u e  e l lím ite de se ¡ne
ja  11 tes funciones es cero.

50. Procedencia.—  L o  p r i m e r o  q u e  o r i g i 
n a  la id e a  d e  las  i nf inité sima s es  la c o m p a r a c i ó n  e n t r e  
u n a  v a r i a b l e  ó función c u a l q u i e r a  y  su límite, c u y a  d i f e 
rencia,  d i s m i n u y e n d o  con el g r a d o  de la a p r o x i m a c i ó n ,  
p u e d e  l l e g a r  á s e r  m e n o r  q u e  t o d a  c a n t i d a d  d e t e r m i n a 
da (n? 3 5 ,  L e m a ) .  A s í  la d i f e r e n c i a  e n t r e  el á r e a  de un 
círculo,  y  la de un p o l í g o n o  inscrito ó c i r c u n s c r i t o  á ¡a  
c i r c u n f e r e n c i a  d e  aquél,  es i n f i n i t a m e n t e  p e q u e ñ a ,  c u a n 
do se a u m e n t a  i n d e f i n i d a m e n t e  el n ú m e r o  de lados  del  
p o l í g o n o ;  del  m i s m o  modo,  son inf initésimas las d i f e r e n 
cias e n t r e  el v o l u m e n  de un ci l indro y  un p r i s m a  inserí-
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tn; y  de un c o n o  y un i p i r á m i d e  inscrita,  c u a n d o  se c o n 
sideren en el p r ism a y  p i r á m i d e  un n u m e r o  infinito d e  
caras.  C o m o  en estos casos,  las inf initésimas se p r e 
sentan s i e m p r e  qu e la d i f er e nc ia  ent re  u n a  función y  su  
límite, y a  superior,  y a  inferior,  no es  u na  c a n t i d a d  d e t e r 

minada.

5 1 . n a t u r a l e z a  d e  l a *  i n f i n i t é s i 
m a s . —  L a  ecuación ( 2 9 )  no es  sin e m b a r g o  a b s o l u t a :  
en la ciencia infinitesimal se i n v e s t i g a n  t a n t o  las  c a n t i 
d a d e s  finitas y  determinadas,  c o m o  las p r o g r e s i v a s  a p r o 
x i m a c i o n e s  á cero de las funciones d e c r e c i e n t e s :  y  c o m o  
estas a p r o x i m a c i o n e s  son c a d a  v e z  m á s  i n m e d i a t a s ,  se  
originan varios  órdenes de infinitésimas,  d e n o m i n a d o s  
1?, 2?, 3 ? ____ , n°.\ y  se los r e p r e s e n t a ,  r e s p e c t i v a m e n 

te, por  los s ímbolos

( j l ) , ( 2 _ ) s. ( ± ) 3, . . . . ( ± ) :  ( 3 0 )
\ (Ü / \  (0 /  \  (0 / \ (0 /

( Continuará )


