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bj Forma particular. Si, cémo sucede en la tri-
gonometria cuando se considera cualquier angulo de un
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triangulo, es 7'=/+ek : 6 lasuma /+V se halla entre o°

8\1" Aq.,6 entre 0° y s sera evidentemente k=oen la(2;);
y se tiene entonces

/+ B..r+ are.tg. y=arc.tg. ,
%

ecuacion gue no induce en ambiguedad; porque, depen-
diendo el signo del denominador, sera

t+v<CRA~ si

Yy [+ *>H# - | -rr>1;

pero, como en este ultimo caso, la tangente es negativa
pues tg.[*7r-h#]=tg.(-—Db)=—1tQ.b; por lo cual

tg-f/+~=tg.fr-+a)=—10.b, y tg./;=—tgf{+V]

l—tg./Xtg.v xy—1
resulta

/+£' 6 arc.tg.A'-[-arc.tg.i/=— are. tg. (y)
Xy—I1 v

\ siI son cualesquiera los arcos que se suman, como
la expresion ftj corresponde a todos Ilos arcos que tie-

nen una misma tangente, positiva O negativa; en caso

Va~°r ne&atavo esta Uncion, sera, seguan la (27)

TO t+v 6 arc.tg.A'-farc.tg.4'=—arc.tg.-atz + LK) (IS)
Xy—1 — K

que \ale para arcos gue terminan en el segundo 06 cuar-
to cuadrante. S1 pues,
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Z-fvy>>2Tl, 6 esta el arco entre 0° vy

sera en la (28), k= 1; y resultara, considerando el sentido
positivo
X-\-V

arc.tcr r-farc.tg.y=~—arc. tor.—
NXTI

EnNn resumen: los arcos se obtienen sin ambiguedad
mediante las ecuaciones

arc.tg."4—arc.tg.i/:arc.tb,(.x—+V I cuando XYy<Ci.

o /+r< 2
N 1 AN X-VV i cuando .zt>i
arc.tg.ar-farc.tg.r=~—arc.tg. , T/
Nota.— SiI en vez de la suma se considera la dife-
rencia de los arcos ty V, resultara
X
Z—\ arc.tg..r arc.tgQy—-
|+ XY

que no Induce en ambiguedad, por cuanto

porque, siendo V<MAIr, la diferencia, 6 se encuen-
tra en el sentido de los arcos positivos, esto es, entre o°
¥+X*\ 6 en el de los negativos, quiere decir, entre 0°
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EJEMPLOS

1?7 Demostrar que

arc.tg. . are.tg. =arc. tg.
*V u V u 38

Lo es, porque si

/—arc.tg.- ?-=, 6 tg./ m
V 14 V h'

y Nzarc.tg.—=-, o tg.p—a=
* 6 Vid * vig
se tiene
tg.(/_y)=1g3zJIL= 0 Vu Vip— 3Xr4
1+1g.1xtg.v 5 2 10 24XV!14
V o u | 4
vV U
8
y asi
)
/—p=arc.tg. arc.tg.P g

vV U arc,tg\ / u

27 Debe ser

J= 2are.tgl)® =arc. tg.\ILLj*

Para esto, escribase
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tS'V— 6 v=arc.tg.J: , 6 2u=2arc.tg.
2tg.u -2
16 L tg-2u | —X 2X X
1+ X
0 2uzziarc. tgy
X
luego
j)'=2arc.tg : 2u—arc.tg V| B (w)
T 14 T 1r

Pero esta expresion se puede simplificar mas aun.
En efecto, si

_ sen.r X
sen.r—X, como tg.m 5
COS.” V 1—X
V cotg.rzz— = ---—--—---;
tg.r X
es claro, que poniendo este valor de ’\X—— en la expre-

sion (vv), se tiene

J'= arc.tg.(cotg.r), O tg.jj'zzcotg.r:

significa pues, que” €S UN arco gue tiene por tangente la
cotangente de r; 6 que”?j' y r son complementarios: asi
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por tanto
y — Y¢ ti—I.

3? Hallar la expresion mas simple del arco expre
sado por

1+ V 1—x2

rz=2arc.tqCc— — --—-------
Escribase

sen.vzzx, Yy asl cos.f»=\/l—-sen.2;-= \/1—V2;
lueo-o

|+S/|—X2 1+co0s.i? 2COS. AV eos. AV T/
— e S e e e — I=cot. % v ;

X sen.e> 23en£chos A sen.lVv

por lo cual resulta

jj=2arc.tg.(cotg.Yyi;V~), 0 Yyiy—arc.tg.(cotg. |/,V)
asi es Y2Y complementario de ]AV Luego
t4dy+yiv=z}i4it,
O y ~ k—v

4?7 Demostrar que

(| arc.tg. = |IL'Xarc.__. X

Sen.-
a

Si en la 2? de las ecuaciones (19), se escribe por X

la cantidad — ad— - * ca tiene

K?t=arc.tg. X fL fl+arc QX V «2

X X
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valor que transforma el dado, en

. 0 X
., _ I-Xarc.cotg. —lLxarc.tg.
porgue escribiendo
| . \/(t2— X2 | W, —\2
Z'=arc.cotg.---—----------- , O cot.r=A 1.
X X
resulta
tg.z':~-—: - - y asi v m arc.tg.— V
cot.v. \f(r —X2 V«2—\2
Ahora bien,
X
Arn tg.v sfai—X¢ X T
sen.z/— — B - =-=— 0 :.'Tarc.sen.—
vi+tg. ~v i a a
Va2-x2
por tanto
(L2 V«2 xo a a
X
t.C-a+
5?  <3«-)-arc.tg. arc.t"*.
d
1 Xbg.a

-

269
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VoI
INFINITESIMAS 'Y METODO  INFINITESIMAL

48. Objeto.— EIl metodo infinitesimal estudia
el origen y las propiedades de las funciones Indefinida-
mente decrecientes, en cuanto son materia de la analisis.

Por tanto, debe examinarse al respecto: 1 gu é son las
funciones decrecientes Ilamadas Infinitésimas: 2?, cuales

sus propiedades; y 3?7, la manera como se han introduci-
do en la analisis, y lo que significan en el calculo.

4 9 . Deiinitieidn.— Si una funcién decreciente,

como—, toma valores cada vez mas pequeinos, de modo
a

que se acergue iIndefinidamente a cero, sin llegar a4 ser
nunca exactamente cero (Introd., n? 8), se convertira en
una INnfinitésima 6 sea una cantidad indefinidamente pe-
quena; y de aqui la definicién:

Cantidad infinitamente pequefia 6 Infinitesima, es la
gue se hace menor que toda otra magnitud determina-
da absoluta. Decimos, que es la que se hace menor,
para significar que es cantidad variable decreciente: una
magnitud gque de otro modo Ilegue a ser cero no sera
pues, infinitésima. Afadimos, que toda otra magnitud
determinada, porque la cantidad de que se trata, decre-
ciendo siempre mas y mas, concluira por ser menor que
toda otra fija 0 constante, por pequefa qgque se la supon-
ga; y se le adiciona & ésta la calificacion de absoluta;
porgue cualquier valor positivo, aungque sea pequenisi-
mo, y aun el mismo Cero, es siempre mayor qgue cual-
quier cantidad negativa, por solo su sentido; y ahora se
trata de significar una cantidad de suyo decreciente, sin
consideracidon a ningun sentido positivo 60 negativo.

La posibilidad de existencia de las infinitésimas se

hace manifiesta con el ejemplo siguiente: la funcion— ,
(a

creciendo O 1i1ndefinidamente, puede tomar Ilos valores
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| I I 1 I
Ircitio’looo looul" ; itiooool gue son cada V,-Z

menores sin llegar a ser cero; mas, como el denomina-
dor puede crecer sin limites, indefinidamente puede dis-

minuirTO; por tanto, la diferencia entre un valor peque-
Nisimo que se asigne a este quebrado y Cero, puede lle-
gar a4 ser menor que toda cantidad determinada. Cuan-
do se verifique esto, 5 sera Infinitamente, peonena 6 Ih-

Jinitcsima, la que se designa con el simbolo
lim.— =o. (29 )

Nopa.— Convendremos en representar las funcio-
nes crecientes (n.°* 26 y 36) por las letras ultimas del al-
fabeto griego; y las decrecientes 0 Infinitésimas por las
primeras del mismo; de modo que la ecuacion (29) pue-

de escribirse

En el sentido que estudiamos, la tendencia de las
funciones decrecientes es a anularse; por esto con toda
propiedad dice la ecuaciéon puesta, que €l limite de sejne-
ja lltesfunciones es cero.

50. Procedencla.— Lo primero que origi-
na la idea de las infinitésimas es la comparacion entre
una variable 6 funcidn cualquiera y su limite, cuya dife-
rencia, disminuyendo con el grado de la aproximacion,
puede llegar a ser menor que toda cantidad determina-
da (n? 35, Lema). Asil la diferencia entre el area de un
circulo, y la de un poligono inscrito O circunscrito a ja
circunferencia de aqueéel, es infinitamente pequefla, cuan-
do se aumenta I1ndefinidamente el numero de lados del
poligono; del mismo modo, son infinitésimas las diferen-
cias entre el volumen de un cilindro y un prisma inseri-
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tn; y de un cono y un i piramide inscrita, cuando se con-
sideren en el prisma y piramide un numero Iinfinito de
caras. Como en estos casos, las infinitésimas se pre-
sentan siempre que la diferencia entre una funcion y su
limite, ya superior, ya inferior, no es una cantidad deter-

minada.

51. naturaleza de la* infinitési-
m as.— La ecuacion (29) no es sin embargo absoluta:
en la ciencia infinitesimal se 1nvestigan tanto las canti-

dades finitas y determinadas, como las progresivas apro-
Ximaciones a cero de las funciones decrecientes: y como

estas aproximaciones son cada vez mas inmediatas, se
originan varios Ordenes de infinitésimas, denominados
1?7, 2?2, 37? M\ y se los representa, respectivamen-

te, por los simbolos

00 Gl (B (oY @0

(Continuara)



