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Continuación del N? 1.2S, pág. 20S

C) Si  el plano pasa por la línea de tierra. C o m o  en este
c a s o  las t r a z a s  h or iz on ta l  y  v e r t i c a l  se  c o n f u n d e n  en u n a  
sola  r e c t a  s i t u a d a  en la l ínea d e  tierra;  y  c o m o  q u e  p o r  
u n a  recta p u e d e n  p a s a r  infinitos planos;  el p r o b l e m a  a c e r ­
ca d e  la r e p r e s e n t a c i ó n  del p l an o p r o p u e s t o ,  es i n d e t e r ­
minado:  p a r a  q u e  s e a  d e t e r m i n a d o  es  n e c e s a r i o  c o n o c e r  
ó s u p o n e r  c o n o c i d o  un p u n t o  d e  dicho plano,  fuera de  
sus t r a z a s  ó d e  l a  l ínea d e  tierra;  p u e s  q u e  u n a  r ec ta  y  
un p u n t o  fuera de ella d e t e r m i n a n  un plano;  p e r o  e n t o n ­
c es  el c a s o  de q u e  se t r at a  se s u b d i v i d e  en dos,  á s a b e r :  

1? S in  condition ninguna . C o m o  el p l a n o  p a s a  del  
d i e d r o  p r i m e r o  al tercero,  ó v i c e v e r s a ;  y  del  s e g u n d o  al 
cuarto,  ó v i c e v e r s a ;  b a s t a  r e p r e s e n t a r l o  en los dos  s u ­
p uestos .  E n  p e r s p e c t i v a  el p u n t o  d i s t a r á  d e s i g u a l m e n t e  
d e  los p l a n o s  d e  p r o y e c c i ó n ;  l u e g o ,  el plano quedará re­
presentado en descriptiva por la linca de ti en  a y  las p ro ­
yecciones del punto á distinto lado de ella , ligadas por
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una perpendicular d la misma, que diste desigualmente de 
dicha línea, c o m o  en el dibujo i?  de la f igura  4 5 ,  d o n d e  a -  
rt’ es el punto del plano: las trazas se r e p r e s e n t a n  e n t o n ­
ces por p e q u e ñ a s  rectas d i b u j a d a s  p or  e n c i m a  y  d e b a j o  
de la línea de tierra, c o m o  se manif iesta  en el m i s m o  d i ­
bujo. P e r o  si el plano p a s a  del di edr o 2? al 3 ?  ó v i c e ­
versa,  el plano quedará representado en descriptiva por 
la línea de tierra y  las proyecciones del punto a l mismo 
lado de dicha línea, ligadas por una perpendicular d la 
misma, que diste desigualmente de tal linea , c o m o  se v e  
en el dibujo 2? de la f igura c i rada.

2?, S i  coincide con los planos bise clores. C o m o  en 
p e r s p e c t i v a  el punto del plano e q u i d i s t a  de los de p r o y e c ­
ción; si tal plano p a s a  del di edr o p r i m e r o  al t e r c e r o  ó v i ­
ceversa,  quedará representado cu descriptiva , por la l i ­
nca de tierra y  las proyecciones del punto d distinto lado 
de ella, ligadas por una perpendicular d la misma 4'  
equidistando de esta, c o m o  en el dibujo 1?  de la f i g u r a  
46,  donde a-a ' es el punto del plano.  P e r o  si el plano  
p a s a  del diedro 2? al 4?  ó v i c e v e r s a ,  quedará representa­
do en descriptiua por la línea de tierra y  las proyeccio­
nes del punto confundidas en una a l mismo lado de d i­
cha linca, c omo se v e  en el dibujo 2? de la f i g u r a  citada.

D ) Si el plano dado es perpendicular á alguno de los de pro­
yección y oblicuo al otro, R a z o n a m o s  e n t o n c e s  d e  e s t a  m a ­
nera: como que, en p e r s p ec t i va ,  este  plano y  el d a d o  se  
cortan p e r p e n d i c u l a r m e n t e  al otro de p r o y e c c i ó n ,  la i n ­
tersección de dichos planos ó sea  la t r az a  del p l a n o  ‘s u ­
puesto,  y  que es de n ombre contrari o al de p r o y e c c i ó n  á  
que es perpendicular,  s e r á  t a m b i é n  p e r p e n d i c u l a r  á éste,  
y, por lo mismo, á la l ínea de tierra.  M a s ,  p or  s e r  el p l a ­
no dado oblicuo al otro de p r o y e c c i ó n ,  el recti l íneo del  
diedro que forman los dos, recti l íneo c u y o s  l a d o s  son la 
linea de tierra y la traza del n o m b r e  del p l a n o  d e  p r o ­
y e c c i ó n  a que es perpendicular ,  p u e d e  t e n e r  un v a l o r  
cualquiera,  más ó m e n o s  a g u d o ,  m á s  ó m e n o s  obtuso;  ó, lo 
q u e  es lo mismo, t e n d r á  la traza  una incl inación c u a l ­
q u i e r a  respec to  de la línea de tierra.  P o r  tanto,  en d e s ­
c r i p t i v a  un plano que sólo es perpendicular d alguno de 
los de proyección, tiene la traza de nombre contrario per-
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pcndicular á la linca de tierra ; y  la del mismo nombre, 
oblicua á esta línea.

D e  e s ta  m a n e r a ,  si el plano es p e r p e n d i c u l a r  al h o ­
rizontal,  s e r á  IJ/ I L T .  c o m o  en el dibujo  i? de la f igura  
4 7 ,  t e n i e n d o  un v a l o r  c u a l q u i e r a  el á n g u l o  q u e  la traza  P  
forma con d i c h a  línea; pero si el p l a no  es p e r p e n d i c u l a r  al 
vertical,  s e r á  P  I L T ,  c o m o  en el dibujo  2? de la m i s m a  fi­
gu ra,  y c o r r e s p o n d e r á  á un v a l o r  c u a l q u i e r a  el á n g u l o  q u e  
la traza  P '  forme con esta  línea.

E )  Perpendicular á la línea de tierra. L a  l ínea d e  tierra
será  en este  c a s o  p e r p e n d i c u l a r  á t o d a s  las o t r a s  q u e  se  
c c r u c e n  por el pie de ella en el p l an o dado;  p e r o  tales  
son las i n t e r s e c c i o n e s  de este plano con los d e  p r o y e c ­
ción, ó sean las trazas  del plano s up u e s t o ;  l u e g o  en d e s ­
c r i p t i v a  un plano perpendicular á la línea de tierra , ó, lo 
que es lo mismo, á los dos de proyección, quedará repre­
sentado por sus trazas en una recta perpendicular á la 
linca de tierra. A s í  se v e r i f i ca  en la f i g u r a  48,  donde,  
p o r  s e r  el p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  á la l ínea de tierra,  es la 
r e c t a

P P ' j _ L T .

6 1 .  CASO ÍXVER.S9.— E n  el n? anterior,  d a d a s  en
p e r s p e c t i v a  las p o s i c i o n e s  d e  un plano,  se han e n c o n t r a ­
do ias de sus  trazas  en d e s c r i p t i v a  ó re feri da s  á la l ínea  
de t ierra  d e s p u é s  del r e b a t i m i e n t o :  t r át a s e  a h o r a  del  
p r o b l e m a  inverso,  es  á saber:  d a d a s  las trazas  en d e s ­
criptiva,  determ inar las posiciones correspondientes del 
plano en perspectiva ó sea referido á los planos de proyec­
ción', lo q u e  h a r e m o s  en el o r d e n  s i g u i e n t e :

I Posiciones oblicuas á la linca de tierra.— ( F i g .  4 0 )  P o r
un r a z o n a m i e n t o  i g ua l  al e m i t i d o  en el n? 4 7 ,  í, s u b i e n d o  
con el e n h i e s t a m i e n t o  la p a r t e  visible  del plano h o r i z o n ­
tal, h a s t a  f o r m a r  con la visible del vert ical  un diedro igual  
á un recto,  d e s d e  la l ínea de tierra q u e d a  la traza P d e ­
lante del plano vertical ;  por  lo q u e  c o r t á n d o s e  dic ha traza  
con la vert ical  P '  en la l ínea m e n c i o n a d a ,  d e t e r m i n a n  las  
d o s  trazas  un s e g m e n t o  d e  p l an o p o r  e n c i m a  del hori-
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zontal y  delante del vertical;  s e g m e n t o  que,  e s t a n d o  en 
el diedro primero,  forma con los p l a n o s  de p r o y e c c i ó n  
un triedro. A h o r a  bien, c o m o  los á n g u l o s  p l a n o s  d e ­
finidos por las trazas r e s p e c t i v a s  y  la l ínea d e  t ierr a  
son diferentes de un recto, el plano de dichas trazas, 
es oblicuo d esta linea; y  así  q u e  se an oblicuos  á d i c h o  
plano los de p r o y e c c i ó n  qu e p a s a n  p or  la l ínea indicada;  
ó, en otros términos:  si las trazas de un plano son obli­
cuas á la linea de tierra , resulta en el espacio un p la ­
no oblicuo d esta línea y  d los planos de proyección.

E s  evidente qu e el plano así d e t e r m i n a d o  se p r o l o n ­
g a  en el espacio de los otros diedros;  de m a n e r a  que,  
sea cual fuere aquél  d o n d e  se c o n s i d e r e n  las trazas,  r e ­
sultarán éstas en el primero,  en la f o r m a  q u e  indican los 
dibujos de la f igura 40;  ó, en otros t ér mi nos :  es sólo u n a  
la posición posible del plano;  si bien p o r  s e r  m á s  ó m e n o s  
a g u d o s  ó m á s  ó me nos  o b t u s o s  los  á n g u l o s  q u e  h a g a n  
las trazas con un m i s m o  s e g m e n t o  de la l ínea d e  tierra,  
pueden darse  tres p osi ci ones  p a r t i c u l a r e s  del plano,  q u e  
c or res pond erá n á los ind ic ad os  dibujos.

I I  Posiciones paralelas. E s t e  c a s o  se s u b d i v i d e  en los
siguientes:

a) E xiste  sólo una traza paralela  d la de tierra . 
E l  plano definido p or  la traza no puede,  v e r i f i c a d o  el e n -  
hiestamiento,  cortar  el plano de p r o y e c c i ó n  d e  n o m b r e  
contrario,  p o r q u e  no e x i s t e  la traza  r e s p e c t i v a ;  l u e g o  le 
es paralelo;  ó, en otros términos:  si sólo se da una traza, 
paralela d la linea de tierra , resulta en el espacio un 
plano paralado a l de proyección de nombre contrario.

b) Existen  dos trazas paralelas d la linca de tie­
rra, pero d desiguales distancias de la misma. E l  p l a ­
no definido p o r  las trazas,  u n a  v e z  v e r i f i c a d o  el e n h i e s -  
tamiento,  es paralelo d la línea de tierra y  oblicuo a l bi­
sector del diedro en cuyas caras se encuentran las trazas. 
Por qu e,  haciendo p a s a r  un n u e v o  p l a n o  p e r p e n d i c u l a r  á  
la l ínea de tierra, las int er s ec c ione s  con los o t r o s  d e t e r ­
m i n a n  dos t r iá ng ul os  d es i gu al e s ,  en los q u e  h a y  d o s  á n -  
g u l o s  f ormados  p or  las i n t e r s e c c i o n e s  del  n u e v o  p l a n o  
con el bisector  aludido y  el paralelo  indicado,  á n g u l o s  
que son los rectil íneos de los d i e d r o s  a d y a c e n t e s  definí-
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dos p or  estos  dos  planos.  L u e g o ,  s i e n d o  d e s i g u a l e s  los  
rectilíneos,  son d e s i g u a l e s  los á n g u l o s  d i e d r o s  c o r r e s p o n ­
dientes;  ó, en ot ras  p a l a b r a s :  el plano paralelo d la l í ­
nea de tierra es oblicuo a l b¿sector del diedro ó cuadran­
te considerado.

c) Las trazas paralelas d la línea de tierra , equi­
distan de la misma. E l  plano definido p o r  las trazas,  una  
v e z  v e r i f i c a d o  el e n h i e s t a m i e n t o ,  es paralelo á la línea de 
tierra y  perpendicular , además, a l plano bisector del d ie­
dro en cuyas caras se encuentran dichas trazas. P o r q u e ,  
en v i r t u d  d e  u n a  c o n s t r u c c i ó n  s e m e j a n t e  á la i n d i c a d a  en  
el c a so  anterior,  resul tan d o s  t r i á n g u l o s  r e c t á n g u l o s  p r o ­
d u c i d o s  p o r  tales i n te r se cc i on es,  q u e  son c o n g r u e n t e s ;  y  
sus á n g u l o s  r e c t os  los forman las i n t e r s e c c i o n e s  del  p l an o  
p e r p e n d i c u l a r  á la l ínea de t ierra  con el b i s e c t o r  al ud id o  
y  el p a r a l e l o  indicado,  á n g u l o s  q u e  son los recti l íneos d e  
los d i e d r o s  a d y a c e n t e s  definidos p o r  e stos  d o s  planos.  
L u e g o ,  s i e n d o  i g u a l e s  los rectil íneos,  son i g u a l e s  los á n ­
g u l o s  d i e d r o s  c o r r e s p o n d i e n t e s ;  ó, en o t r a s  p al a b r a s :  el 
plano paralelo d la linca de tierra es perpendicular a l  
bisector del diedro ó cuadrante considerado.

d) L as trazas se confunden en la linca de tierra; 
y  las proyecciones de un punto distan desigualmente de 
ella. V e r i f i c a d o  el e n h i e s t a m i e n t o ,  las  t r az as  ó s e a  la 
l í nea  de t i e r r a  y  el p u n t o  fuera  de é s t a  d e t e r m i n a n  un 
p l a n o  d e s i g u a l m e m t e  inc l i na do r e s p e c t o  de los de p ro -  
y e s c i ó n ,  p o r  distar  d e s i g u a l m e n t e  de é stos  el p u nt o  p or  
d o n d e  pasa;  ó, en o t r a s  palabras:  resulta en e l espacio 
un plano que, pasando por la línea de tierra , divide en 
dos partes desiguales cada uno de los diedros opuestos por
e l vértice.

Nota. S e g ú n  q u e  el p u n t o  t e n g a  la posición i nd i­
cada,  en la f i g u r a  4 5 ,  d i b u j o  1 ?  ó 2?, el plano q u e  resulta  
p a s a r á  del d i e d r o  p r i m e r o  al tercero,  ó v i c e v e r s a ;  y  del  
s e g u n d o  al cuarto,  ó v i c e v e r s a .

e)  L a s  trazas se confunden cu la línea de tierra; 
y  las proyecciones de un punto equidistan de ella. \ c r i ­
ticado el e n h i e s t a m i e n t o ,  las trazas  ó s e a  la l ínea de t i e ­
rra  y  el p u n t o  f u er a  de é s t a  d e t e r m i n a n  un plano i g u a l ­
m e n t e  incl inado r e s p e c t o  de los de p r o y e c c i ó n ,  p o r  equi-
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distar de éstos el punto por d o n d e  pasa;  ó, en o t r a s  p a ­
labras:  resiiltti cu el espacio un plano que, pasando por la 
línea de tierra , divide en dos parles iguales eada uno de 
los diedros opuestos por el vértice: confunde
así con el disector de los diedros, ó e l disector de los
mismos.

Nota. S e g ú n  que el p un to  t e n g a  la p o s ic ió n  i n d i ­
c a d a  en la f igura  46,  dibujo 1 "  ó 2?, el p lano q u e  re su lta  
p a s a r á  del diedro prim ero al tercero,  ó v i c e v e r s a ;  y  del  
s e g u n d o  al cuarto, ó v ic e v e r s a .

I I I  Posiciones perpendiculares. E s t e  c a s o  se  s u b d i v i d e

en los siguientes:
a ) Una de las ¿razas es perpendicular eí la linea

de tierra y  la otra no. R a z o n a r e m o s  e n t o n c e s  de la s i ­
g u ie n te  manera:  verif icado el e n h ie s ta m ie n t o ,  la traza  
perpendicular  l le g a  á serlo ta m b ié n  al de p r o y e c c i ó n  de  
nom bre contrario;  p ues  que una p e r p e n d i c u l a r  á e s a  t r a ­
za en el punto de su intersección con la l ínea d e  t ierra  
se encontrará  en este plano [teor.  cit. en el c a s o  V ,  del n? 
3 3 ] ;  por lo que la traza m e n cio n a d a ,  s ie n d o  p e r p e n d i c u ­
lar á dos líneas que se cruzan por  el pie de ella en d i ­
cho plano, lo será  á éste. S e  infiere así, q u e  la traza 
oblicua á la de tierra y  la perpendicular á la misma de­
finen en el espacio un plano perpendicular a l de proyec­
ción de nombre contrario de la sepunda.O

Nota. S e g ú n  que la traza p e r p e n d i c u l a r  á la l ínea  
de tierra sea la vertical  ú horizontal  (fig.  4 7 ,  d ib u jo s  iV
y  2?), el plano resultante lo s e r á  al horizontal  ó v e r t i c a l  
de proyección.

b) Ambas trazas son perpendiculares d la linca de 
tierra. V erif icado el e n h i e s t a m ie n t o  las d o s  t r a z a s  q u e  
definen el plano, se cortan p e r p e n d i c u l a r m e n t e  á la  m i s ­
m a  línea; ó, en otras  p alabras:  resulta en el espacio un

plano perpendicular á la linea de tierra. T a l  s u c e d e r á  
en el caso de la f igura 48.

62.  RESUMEN.— C o m o  u n a  c o n s e c u e n c i a  d e  to d o
lo dicho en el n u m e r o  p re ce d en te ,  d a d a s  en d e s c r i p t i v a
las trazas^ de un plano, se d e t e r m i n a  su p osic ión  en el
espacio,  o referida á los p la n o s  de p r o y e c c i ó n ,  m e d i a n t e  
las s i g u i e n t e s  reglas :o  •
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1*  S i  las trazas son oblicuas cí la linea de tierra ,
el plano lo será á los de proyección.

S i  las trazas en el diedro prim ero , siendo obli­
cuas cí la línea de tierra , forman una sola recta, el plano
será oblicuo á los de proyección y perpendicular, además, al bisector 
del diedro segundo.

3 ?  S i  sólo una de las trazas es paralela ó perpen­
dicu lar á la línea de tierra , el plano lo será asimismo al de 
proyección de nombre contrario,

4 ?  S i  ambas trazas son paralelas ó perpendiculares
á la linea de tierra , el plano lo será asimismo á dicha linea.

6 3 .  LINEAS E S P E C I A L E S  DE UN PLANO.— E n  un p l a ­
no d a d o  p or  sus trazas,  p u e d e n  s itu arse  ciertas  l íneas que,  
p or  su dirección particular,  son n o ta b le s  en el estudio  
d e s c r i p t i v o  del mismo.  T a l e s  l íneas  son las l la m a d a s  
horizontales, verticales y  de máxima pendiente.

Linea horizontal de un plano es toda aquélla que, situada 
en el plano , es paralela á la traza del mismo nombre.

Línea vertical ( i )  de un plano es toda aquélla que, situa­
da en el plano , es paralela á la traza del mismo nombre.

Línea de máxima pendiente de un plano respecto de otro es to­
da aquélla que, situada en el prim ero , es perpendicular
á la intersección de los dos.

6 3 .  PROPIEDADES.— L a s  d e s c r i p t i v a s  d e  esta  clase  
de lí neas  se m an if iestan  p o r  los s i g u i e n t e s

T E O R E M A S

I L a  provece ion del mismo nombre de una recta, ho­
rizontal de un plano , es paralela á la traza horizontal de éste; 
y la proyección vertical, á la línea de tierra.

D e c i m o s ,  q u e  si la A B  (fig.  4 9 ,  dib. ]?), es una h o ­
rizontal  del p lan o  P - P ' ,  d e b e r á  ser  en d e s c r i p t i v a

a b  $  P, T E  $  L T ,

c o m o  lo indica el d ib u jo  2 (.’ de la m i s m a  figura.

(1) Aunque hay impropiedad en llamar vertical una línea «le e-'ta clase, la cien­
cia ha consagrado la palabra.
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Demosn.: D  parte. P o r  ser  la P ^ i A B  (dib. i ?), es  
paralela al plano p r o y e c t a n t e  vertical  de ésta;   ̂ l u e g o  la 
intersección del plano que p a s a  p or  la P  con d ich o  p r o ­
yectante,  ó sea la proyección horizontal ab ( d ib. 2 ? )  de la
recta, es paralela á la traza P .

2? parte. E l  plano p r o y e c t a n t e  de la r e c t a  A B  (dib.  
1?) respecto del vertical  de p r o y e c c i ó n  es p a ra le lo  al h o ­

rizontal del sistema; l u e g o  en tales p la n o s  p a r a le lo s  las  
intersecciones con dicho vertical  serán p a r a l e l a s  e n tr e  sí; 
pero la una de ellas es la l ínea de tierra;  y  la otra, la 
p ro yección  vertical  a'b' de la recta;  l u e g o  la proyección 
vertical de una recta horizontal de un plano , es paralela  
á la linca de tierra.

L .  O .  D .  D .

II L a  proyección del mismo nombre de una 7'ccta
vertical de un plano , es paralela á la traza vertical de éste; y  
la proyección horizontal á la línea de tierra,

D e c im o s ,  que si la A B  (fig. 50,  dib. 1?)  es  u n a  v e r ­
tical del plano P - P ' ,  d e b e r á  s e r  en d e s c r i p t i v a

a ' b '  :j: P' ,  ab  £  L T ,

como lo indica el dibujo 2? de la m i s m a  figura.
Demosn,: D  parte. P o r  ser  la P ' : j : A B  (dib.  2?), es  

paralela  al plano p r o y e c t a n t e  de ésta  r e s p e c t o  del v e r t i ­
cal de proyección;  l u e g o  la in te rse c c ió n  del p l a n o  q u e  
p asa  por la P con dicho p r o y e c t a n t e ,  ó sea la proyección 
vertical a b (dio. 2?) de la recta, es paralela  d la traza Pb  

2? parte. E l  plano p r o y e c t a n t e  v e r t i c a l  d e  la re c ta  
A B  (dib. 1?) es paralelo al de p r o y e c c i ó n  del m i s m o  
nombre;  lu e g o  tales planos p ara le lo s  c o r t a d o s  p o r  el h o ­
rizontal de proyección,  te n d rá n  las in t e r s e c c i o n e s  p a r a ­
lelas entre sí; pero la una de ellas es  la l ínea  d e  tierra;  
y  la otra, la p r o y e c c i ó n  horizontal  ab d e  la recta;  l u e g o  
la pi oye a ion horizontal de una recta vertical de un p la ­
no, es parale la d la linca de tierra.

L .  O .  D .  D .
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I I I  L a  proyección sobre un plano de una línea de 
máxima pendiente de otro respecto de aquél, es perpendicu­
lar á  la intersección de los dos.

D e c i m o s ,  q u e  si es la A B  [ ñ g .  5 1 ]  una línea d e  
m á x i m a  p e n d i e n t e  del plano P r e s p e c t o  del O R ,  la p r o ­
y e c c i ó n  A b  d e  ella s o b r e  éste, s e r á  p e r p e n d i c u l a r  á la 
intersección L T  de lo s  dos  planos.

N ota . L a  p ro p o sic ió n  s e n t a d a  se  l la m a  en g e o m e ­
tría el teorema de las tres perpendiculares; y a  porque,  en 
efecto, l e v a n t a n d o  por  el punto A  en q u e  la A B  c o r ta  la 
L T ,  la p e r p e n d i c u l a r  A C  al plano O R ,  las tres  l íneas  
A C ,  A B ,  A b  son á un t ie m p o  p e r p e n d i c u l a r e s  á la L T ;  
y a  p o r q u e  las L T ,  A B ,  A b  son tres r e c t a s  que se r e la c io ­
nan p o r  p e r p e n d i c u l a r i d a d .

DeniOS11. E n  v ir tu d  de la c o n s tr u c c ió n  indicada,  es la  
A C  B b ;  l u e g o  el plano q u e  definen tales re ctas  c o n t i e ­
ne la A B  (n? 5 5 ) ;  y  c o m o  q u e  las d o s  re ctas  A C ,  A B  de  
este  plano, p or  co n stru c c ió n  é h ipótesis  son p e r p e n d i c u ­
lares  á la L T ;  é s t a  lo s e r á  á to d a s  las q u e  se c ru ce n  p o r  
el pie de ella en el m is m o  plano;  p ero  tal es la recta  A b  
p r o y e c c i ó n  de la A B  s o b r e  el p lan o  O R ;  l u e g o

A b j _ L T .

L .  O .  L). D .

Observación. C o n  m u c h a  p r o p i e d a d  se les ha d a d o  
á  las re ctas  de la ú lt im a clase, el n o m b r e  de líneas de 
máxima pe7idiente; p o r q u e

I V  E l  ángulo que forma con un plano , ó con la 
proyección sobre él, una recta de otro, es mayor que el forma­
do por cualquiera otra recta de este plano, si aquélla es perpendicu­
lar á la intersección de los dos.

D e c i m o s ,  q u e  en la f i g u r a  5 2 ,  p o r  ser  p e r p e n d i c u l a r  
á la L T ,  in te rsecció n  d e  los d os  p la n o s  P, O R ,  la A B  
del primero,  el < )B A b  q u e  fo rm a  esta  recta  con su p r o ­
y e c c i ó n  A b  s o b r e  el s e g u n d o ,  s e r á  m a y o r  q u e  el <^BCb 
ío r m a d o  p o r  c u a l q u i e r a  o tr a  recta  B C  de  aquél,  con la 
p r o y e c c i ó n  Cb, ré c ta  que, p a r t ie n d o  de un m ism o p u n to  
B  que la A B ,  toca en otro c u a l q u i e r a  de la L T .
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Demos". Porque,  h a c ie n d o  la b D = b A  y  u n ie n d o  el 
p un to  B  con el D ,  resulta A A B b s s D B b ;  y  así

< 3B A b = B D b ;

p e ro  < } B D b > B C b ;

lu e g o  < } B A b > B C b .

L .  O .  D .  D .

Corol. L u e g o ,  el ángulo de la perpendicular y  su
proyección es la medida del diedro que form an los dos 
planos; y, en efecto, el < ) 3A b ,  en el c a s o  de la f i g u r a  
52,  es el rectilíneo del diedro  P L T R  ( n o t a  del n? 26,  
Com* 2 ‘?) E n  esta virtud, s ien d o el O R  horizontal,  un
g r a v e  colocado en un punto B  del p lan o  P, d e s c e n d e r á  s e ­
g ú n  la línea A B  y  no en otra  dirección;  l u e g o  la A B  es, 
en verdad, una linca de máxima pendiente del plano P  res­
pecto del QR.

D e  esto se infiere, q u e  en un p la n o  in c l in a d o  los 
cuerpos descienden s i g u i e n d o  la l ínea de m á x i m a  p e n ­
diente: y a  se sab e  que se l lam a plano inclinado en mecáni­
ca:, la superficie que, formando un ángulo con el horizon­
te, sirve para encontrar las leyes que rigen el movimien­
to de los graves cuando, a l caer, siguen una dirección 
oblicua.

64. CASOS INVERSOS.—  L a s  r e c í p r o c a s  d e  las p r o ­
posiciones anteriores  son ciertas  en virtud de los s i g u i e n ­
tes

T E O R E M A S

I S i la proyección horizontal de una recta de un » 
plano, es paralela á la traza del mismo nombre; ó la 
proyección vertical, á la línea de tierra: l a  recta será lina
línea horizontal del plano.

Demos",: iV parte. P o r q u e  si en el d i b u j o  2 ?  d e la  
f i g u r a  49,  es la abiq. P  traza horizontal  del  p la n o  P - P \  
é s t a  lo será  al plano p r o y e c t a n t e  v e r t i c a l  d ef in id o  p or  
aquélla ;  l u e g o  la intersección del p la n o  P —P '  q u e  p a s a  
p o r  la P, con dicho p r o y e c t a n t e ,  s e rá  p a r a l e l a  á ésta;  pe-
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ro esa  intersección es la recta  A  B  del p la n o  P - P '  (dib.  
1? de la m i s m a  f igura) ;  l u e g o

a b  4= p , • , ;  S

ó es tal l ínea una horizontal  del plano supuesto.
2? parte. P o r  ser  la a b' \  L T  (dib ujo  2?), el p r o ­

y e c t a n t e  definido por  la p r o y e c c i ó n  v e r t ic a l  a'b', es p a ­
ralelo al plano horizontal  del sistema;  l u e g o  en tales p l a ­
nos paralelos,  las in te rs e c c io n e s  con el P - P ' serán p a r a ­
lelas entre  sí; p ero  e s ta s  in t e r s e c c i o n e s  son, r e s p e c t i v a ­
mente,  la A  B  y  P  (dib.  1?); l u e g o

A B  áp P,

ó es tal l ínea una horizontal  del plano sup u esto .
II S i  la proyección vertical de u?ia recta de un p la ­

no, es paralela á la traza del mismo nombre;  ó la proyec­
ción horizontal, á la linca de tierra: la recta será una línea
ve rtical  del plano,

Demos11.: 1 ?  parte. P o r q u e  si en el dibujo  2 ?  de la  
f i g u r a  50,  es la a d  ^ P '  t raz a  vertical  del plano P - P \  
é s t a  lo s e r á  al p la n o  p r o y e c t a n t e  definido p e r  aquélla;  
l u e g o  la in te rse c c ió n  del plano P - P '  q u e  p a s a  p or  la P \  
con d ich o  p r o y e c t a n t e ,  s e r á  p a ra le la  á ésta;  p ero  e s a  i n ­
t e r se c c ió n  es la recta  A B  del p lan o P - P '  (dib.  1? de la 
m i s m a  f ig u r a ) ;  l u e g o

A B ^ P ' ,
• ,

ó es tal l ínea  u n a  vertical  del plano sup u esto.
2 parte. P o r  s e r  la ab L  T  [dib.  2?], el p r o y e c ­

tan te  definido p o r  la p r o y e c c i ó n  horizontal  ab, es p a r a l e ­
lo al p la n o  vertical  del s istem a;  l u e g o  en tales planos  p a ­
ralelos,  las in t e r s e c c i o n e s  con el P - P '  serán  paralelas  
e n tre  sí; p ero  e s t a s  in te r s e c c io n e s  son, r e sp e c t iv a m e n te ,
la A B  y  P '  (dib.  1?);  l u e g o

A B * P ' ,

ó es tal l ínea u n a  ve rt ical  del plano .supuesto.
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I II  S i  la proyección sobre un plano de una recia 
situada en otro, es perpendicular d la intersección de los
dos, la recta será una linea de máxima pendiente de éste respecto 
de aquél.

Demos11. Porque,  s iendo en el plano QR (fig.  5 1 ) ,  la 
A b _ l_ L T , intersección de éste con el plano P , l e v á n t e s e  
en el espacio,  y  d esd e  el punto A  de la L  7 , la A C f 
L T :  entonces  el plano que definen las Ab, A C  s e r á  
p e r p e n d ic v la r  á  la L  T ;  por  lo q u e  é s t a  lo t e n d r á  de s e r  
á todas las otras que se crucen por  el pie de ella en d i ­
cho plano; pero así se verifica con la recta  A B  i n t e r s e c ­
ción del mismo plano con el p lan o  P ;  l u e g o

A B j _ . L T ,

ó es tal recta una línea de m á x i m a  p e n d i e n t e  d e  e ste  p l a ­
no.

I V .  S i  el ángulo formado por una recta de un p la ­
no y  la proyección de ella sobre otro, es el mayor de los que 

form an con sus respectivas proyecciones sobre éste las de­
más rectas de aquél; será la primera, perpendicular á la intersec­
ción de los dos planos, ó una linea de máxima pendiente del primero 
de éstos respecto del segundo.

Demosu‘ P o r q u e  siendo el < ) B A b  ( f i g .  5 2 )  el m a y o r  
de todos los otros á n g u l o s  que las d e m á s  r e c t a s  del p l a ­
no P, partiendo de un m ism o punto B, form an con las r e s ­
pectivas  p ro y e c c io n e s  de las m i s m a s  s o b r e  el p la n o  O R ,  es  
tal á n g u lo  la m edida  del diedro, c u y a s  c a r a s  son los p la n o s  
dados;  lu ego ese á n g u l o  es el rectil íneo d e  e s t e  diedro;  
y  así (n? 26, nota á la C o n s ?  2'?),

A b j _ L T ,  A B j _ L T .

L .  O .  D .  D .

65.  R E P R E S E N T A C I O N . — U n a  línea de m á x i m a  p e n ­
diente de un plano respecto de a l g u n o  de los p l a n o s  d e  
p r o y e c c i ó n  ó del sistema, se r e p r e s e n t a r á  en d e s c r i p t i v a  
p o n ié n d o le  un p e q u e ñ o  trazo p e r p e n d i c u l a r  en el e x t r e ­
m o  de la p r o y e c c i ó n  del m is m o  n o m b r e  del p la n o  r e s p e c -
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to del cual es la recta  u n a  línea d e  m á x i m a  pendiente:  
así, en la f ig u ra  5 3 ,  el p e q u e ñ o  trazo p e r p e n d ic u la r  en el 
e x t r e m o  de la ab s ig n if ica  que se trata  de un plano en el 
que la recta  a b -d  b' es  de m á x i m a  p e n d ie n t e  r e s p e c t o  
del plano horizontal;  y,  c o m o  u n a  n u e v a  form a del t e o r e ­
m a  III ,  (n? 6 3 ) ,  se tiene q u e

L a  proyección de una línea de máxima pendiente de 
7111 plano respecto de alguno ele los planos del sistema, es
p e r p e n d ic u la r  á  l a  t r a z a  del mismo nombre de ese plano.

L u e g o ,  conocida en descriptiva la línea de' máxima 
pendiente de nn plano , se conoce la dirección de la una de 
sus trazas, y  viceversa; mas, si d ic h a  línea tiene las s u y a s  
en los l ímites del dibujo,  quedarán conocidas en dirección 
y  posición las trazas del plano  (n? 5 7 ) .

D e  a q u í  que,  en resumen,  un plano q u e d a r á  defini­
do en d e s c r i p t i v a  si se c o n o c e n  de él: dos recias que se 
corten ó sean paralelas; una recta y  1111 punto fu era  de 
ella ; tres puntos que 110 estén en línea recta; una línea 
de máxim a pendiente.

ATota. E n  el c a s o  de d a r s e  un plano p o r  dos rectas  
q u e  se corten,  p u e d e n  é s ta s  s e r  las t r a z a s  m i s m a s  del  
plano;  y  si lo definen u n a  recta  y  un p un to  fuera de ella, 
la recta  p u e d e  ser  a l g u n a  de d ic h a s  trazas.

66.  GENERACION DEL PLANO.— L l á m a s e  así la ope-
ilación en v irtu d  de la cual una recta que se mueve en 
ciertas direcciones, determina, con su movimiento, un 
plano en el espacio. P a r a  q u e  resulte  u n a  superficie  s e ­
mejante,  las c o n d ic io n e s  in d is p e n s a b l e s  son: q u e  la r e c ­
ta, a p o y á n d o s e  c o n s t a n t e m e n t e  en o tr a  fija de posición,  
p a s e  p o r  un m i s m o  p u n to  del espacio,  ó se  m u e v a  p a r a ­
l e l a m e n t e  así  m ism a;  p e r o  p u e d e  e n g e n d r a r s e  el plano  
p o r  el m o v i m i e n t o  d e  la recta, si c o n s t a n t e m e n t e  se a p o ­
y a  en otras  dos, s e c a n t e s  ó paralelas,  q u e  se s u p o n e n  fi­
j a s .  L l á m a n s e  entonces,  generatriz  la recta  q u e  se m u e ­
ve;  y, directriz  la recta,  ó rectas,  s o b r e  q u e  se m ueve.

E s t o  sup u esto,  la generación del plano en descripti­
va consiste en la representación de las posiciones sucesi­
vas que, en su movimiento, ocupa la generatriz , lo que se  
h a c e  de diferentes  m a n era s ,  s e g ú n  la clase de m o v i m i e n ­
to; y  son, á saber:
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I a I d  ocneratrispasa por 1111 tuisiiiopimío d d  espa­
cio. S i  es Á  el punto de éste  y  B C  la directriz,  p a s a n d o
aquélla  con sta n tem e n te  por  tal punto y  a p o y á n d o s e  s i e m ­
pre en ésta, t o c a r á  en todos los p u n to s  de la m is m a ;  p o r  
o que bastará,  en descriptiva,  fijar á v o l u n t a d  s o b r e  la

directriz los puntos  b-b\ d-d', c / . f - f , ; - - ( % •  5 4 ) ;
y  uniéndolos con el a-a\ serán  a b a  b , ad-a a  ac-
a'c' [n? 5 1 ,  teor. I] las p osic io n e s  s u c e s i v a s  d e  la g e n e ­
ratriz; ó la f igura  que resulta de este  modo,  la g e n e i a -
ción d e s c r ip t iv a  del plano.

2 a L a  generatriz se mueve paralelamente así misma. 
S i  son y í i ? * d i c h a  recta y  A D  la directriz,  la p r i m e r a  
tiene de p a s a r  por todos los p u n t o s  ble la s e g u n d a ,  de  
m an era  que si se re p re sen ta n  en d e s c r ip t iv a ,  p o r  ab-a'b' 
(hg.  5 5 )  la generatriz ;  y, p or  a d -a d ' la directriz;  l i jando  
á  voluntad sobre  ésta  los p u n to s  c-c\ b a s t a r á
trazar por ellos las r e s p e c t i v a s  p a r a le la s  a d - a d , cc-
¿ e \  bi-b'i! (n? 5 1 ,  teor. II) ,  q u e  s e rá n  las p o s i c i o n e s
sucesivas  de la generatriz ;  ó la f igura  q u e  resulta  d e  e s ­
te modo, la g e n e r a c i ó n  d e s c r i p t i v a  del plano.

( ContinuaráJ.


