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A0 Regla.—Para multiplicar un monomio por otro,
se determina el signoy d ja derecha de este, se colocan9
el producto de los coeficientesy todas las diferentes letras
de ambos monomios; y en das letras iguales se ponen por
xponentes las sumas de si/s expolienles,y las desiguales
entran en el producto con los suyos propios.

Ejemplos:
Lew e Cood T VHE 7inI»§ e * < wy

+Ais VX +AATW 2==+11« W {17
& - ' Xr/on<U—+ 3a ‘tec{Of\
-ielaucdx—i'l”™*b2c%d fd l1a”/dOdg:
1ii~(d.Lide-'y(*-\r bab2cid~cf2 1id"b'c'd c'f 'm

\I* e f I 11 ># . o "l B (i B [.o o
LA #

41.—J/u|tiplicacidii de un polinomio por un mono-
mio.— Se moltiplica ¢l monomio por Tada uno de, los ter-
nimas del potinolaio, y dando a los productos parcictles
cl cigno corrcspondicnte, se los sunian algcbraicamente.

Sean: (a-\-b—c) e polinomio y mel monomio, v

Séra.




Se demuestra: el polinomio producto, segun la de-
finicion de la multiplicacion, ha de tener la misma rela-

cion con el polinomio multiplicando, como ia que hay
entre el multiplicador con la unidad positiva.

Si pues: m~ J— L+ 14— _frm veces, resulta, que:
: X . N

(aA\-/b—£c)ni—a+ b—c

+a+b—cC

+a+b—c
0; [ ) + +

A

" m -y-fu

-)-m veces. .1z.am-\-bm— cm\

esto es, el termino-Ra se halla sumando m veces, lo que
es igual & -)-a VI, el -\-D estd, repetido m veces, que es
igual & -\-b nI; y el término negativo, —r, también esta
sumado M veces, que es igual a —C M, luego:

my A\ AR
VALY {a-\-b—c) m—amf bm —ocni;

luego, para multiplicar un monomio por un polinomio, se

multiplica el monomio por cada uno de los términos del
polinomio,

% * e o /

E jemplos.

. i » F/ . P

Clab”abc—0 15; W

A "Oiri- me . \Vi V

4 cuando varios términos de un polinomio tienen
un factor comun, se pone este factor comun, fuera de un

parentesis, y dentro de éste, la suma de los factores nc
comunes.

Asi en el polinomio:
A . . r m

XiE-Hw'V,— uil'a¢ — KWVW
oo\/ G- ‘e ¥ ¥ [ 9 n . 7 ™ ' e o » o
se tiene el factor comun; 2a2y por Con3|gmente es.
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il | =fivdi=[TkYY= f2(14+:1i2)—iadl— Sorbe)
Y en el polinomio:
ax2+ 'thx2 >a2— 21bx— pPadoX — X;

Jos tres primeros términos tienen el tactor comuidn X2yy
Jos tres ultimos, el Xyque se los ponen fuera de los pa-
rentesis como sigue:

K

@x'-\-"\bx2—\ix2 —I ibx —0 i2b2X —-.rz=("-f-35—%d ) x 2
) X

di» Multiplicacién de un polinomio por o6ti'o.— Pa-
ra multiplicar un polinomio por otro, se multiplica cada
termino del multiplicador, por todos los terminos del
multiplicando/ y, dando el signo propio & cada uno de
tos productos parciales, se los suman algebraicamente.

Dem. Sean los polinomios \ a\-b—c] y \yu-\-n— g\
los que se multiplican; y también \ a{-b—c]—P; de don-
de, poniendo P en vez del polinomio, igual, resulta;

[a-pb—c] \ m\-n— g\—P \jn-\-n— If\;

con lo cual, tenemos la multiplicacion de un monomio
por un polinomio, esto es que:

P [///+n—(/]—Pin-i-Pn— Pq\

y sustituyendo en el segundo miembro en vez de P, sil
valor, se tiene:

[a+ b—c]m-f(@a b—c)n— (I-f-b— ¢)q;

|l Uuyos téerminos son también iguales al caso anterior; 0
a la multiplicacion de un polinomio por un monomio; Vv,

tjecutadas las tres operaciones, resulta el siguiente po-
linomio:

am-\-bin— cm-\-an-{-bu— en—aq— bg-{-cq;
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gue manifiesta la verdad ele la regla; 0 que cada térmi-

no del multiplicador se multiplica por todos los terminos
del multiplicando, y se los suman albegraicamente.

Ejemplo:

El primero y ultimo términos de todo producto de
polinomios ordenados segun wuna letra, en orden ascen-
dente 0 descendente no tienen términos semejantes, Yy
por tanto son iIrreducibles; como se ve en el ejemplo an-
terior: G.rti y 0X2, primero y ultimo términos son irredu-
cibles; pues, son productos el 6.t's de los mayores facto-
res con mayores exponentes que todos los demas; y el

i)x2 el producto de los menores factores con los menores
exponentes.

SECCION 2?
\ | N ‘L o1 J

Consecuencias y teoremas acerca de la multiplicacion

44 Ejecutadas las multiplicaciones algebraicas,
gun las reglas dadas, resultan algunos productos que con
frecuencia los encontramos en los calculos; y que, en
ciertos casos conviene sustituir en vez del producto In-
dicado, el ejecutado, € inversamente; y también, hablan-
do de las potencias cuadrada y cubica de polinomios, se
ve que en sus Uultimas expresiones se hallan las reglas
para la extraccidn de sus raices.

Se tiene que:

(a-\-b)2—(a-\-b)(a 4-b)—a24-ab -hab+b2;

S€-
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que, reduciendo los terminos semejantes resulta;

[a+ffi/\a/\+ab+ab_ytf_aA+l|ab+d*|’
que dice;
E | cuadrado de la suma de dos cantidades es igual

a la suma de sus cuadrados, mas el doble produelo de la
una cantidad por la otra.

ES:
**EN\ o | u
[a—0Db] 2= [a—Db] [a— A zz a2—FEb—ab+ b2zz a2\'—2§ I A2,
eStO eS ! Vo © * *

E|l cuadrado de Ia diferencia de dos cantidades es
igual a la suma de los cuadrados de las dos cantidades
dadas, menos el doble producto de la una por la otra.

Es también:

(atb+c)2zn(a+b+c)(a+ b-\-c)= a2+ab+ac+ab+b2+bc+ac
+ bc+c2—a2~+'sab+Tac+2bc+b2 +c2;

es decir: -

| ; tl »pr» el
E | cuadrado déla suma- de tres numeros es icual

a la suma de los cuadrados_de'todos sus términos, mas el
doble producto del primero por el segundo, mas el doble

del mismo primero por el tercero y mas el doble producto
del szgundo por el tercero. B oo

Ahora:

2r |

[a+b] —\ad-b]2\ at+b]zz [a24-2ab4-b2][a4-b] zza34-2a2b
\-ab2 4-a2 b—\-2ab2 +b 1—a3+ Ua2 b+'Gab2 4- b3\

Ni" > ‘ 1l e »FR L e

Jfifi S 5 | J oo ! a1

que dice: P

E | ciibo de la suma de dos cantidades es igual a lo
suma de los cubos de las dos cantidades, mas el tripU
del cuadrado de la primera por la segunda cantidad \

mas, el triplo de la primera por el cuadrado de la se-
gunda cantidad.
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También es:

(ti—b)3—(a2—Zab+82)'(«—¢)= a3—2&2;+«¢2—a2b
~ +'lab2—/r—a'—'a2b+Uab2—b3:

A

gue quiere decir:

E | cubo de la diferencia de dos cantidades, Iguales
al cubo de la primera cantidad, menos el triplo del cua-
drado de esta por la otra cantidad, mas el triplo de la

primera por el cuadrado de la segunda,y menos el cubo
de esta misma.

Estas reglas valen para las sumas, y diferencias de
las potencias sucesivas, como en:

{a+bf—]a3+Aa2b+Uab2+b3)(a+b]zzaA+rUa3b+Ua2b?
+ab3+a3b+';a2b2 +$ab3+}(t==p4-f 4da3b+Qa2 b2 + 4dab3+ bA;

y finalmente tenemaos:

e La suma de dos cantidades multiplicada por su

diferencia, da por producto la diferencia de sus cuadra-
dos. ' n N r

O.
COmo S€ Ve.

latb][a—b]=a2+ab—ab+b2=a2—2.

47. ~ Se ordenan los polinomios multiplicando y mul-
tiplicador segun las potencias crecientes 0 decrecientes
de una misma letra, llamada ordenatriz, y se multiplica ca-
da termino del multiplicador por todos los términos del
multiplicando, y colocando de izquierda a derecha los
productos parciales en lineas horizontales, de modo que
los términos semejantes caigan unos debajo de f)tros, (e

los reduce para obtener el producto en sus términos pro-
plos.
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Ejem plos:

Sean: 2X H—Ux3—ix 2+ X

el polinomio multiplicando, ordenado con relacion a la
letra X, en orden descendeste; V.

X 3—2X 2 4-o0ar;

el polinomio multiplicador, ordenado también con reia
cion a la letra X y en orden descendente.

i ? 2X 4— 3ai3—4_r2 + a;
X 3—ZX2 + 3a’
2a*7—3a'674a'° + a4
_ba:6-fda'5+ 8a'4—2a'3
+ 8a'5—Ya 4— 12a'3+ 3a 2
2_\/7- fa'6+ 8a'5 -lE1IM+"™Ma?

| ? Sa2x2—3¢zx3—«4+ x4
3(,?3x 2 ha2x3-fx°

8/ox *~Yidx°—3a x2+6t?3x6
—10<?4x° _f19<BX 6-f-2;%6x 3— 10a2 X '

— a Ax° 2<?2Xx [-3t/xs 4-2x")
8a°x4-20rt‘4x°-3a 'X 2+ 2Irt3x6+ 5(',26X3-8<<2x 7-3¢zx8+ 2x9

43. Se dice que dos polinomios son homogéneos,

cuando la suma de los exponentes en cada termino es
constante.

Los dos polinomios del segundo ejemplo son homo-
géneos; en el multiplicando la suma de los exponentes
de cada téermino es cuatro y en el multiplicador cinco;
pero como para multiplicar dos cantidades de igual base,
se suman los exponentes, el polinomio producto es ho-
mogéneo y de un grado igual &4 la suma de los grados
de los factores; como se ve, el polinomio producto es del

grado noveno; y ademas, el primor término y ultimo no
tienen términos semejantes.
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40. T uoruma. — COn producto no varia de valor, al-
tciando el orden de losfactores.

. Sean en primer lugar, para comprender mejor, los

NUMEros,

y, se dice que no altera el valor, multiplicando tres por
cuatro 60 multiplicando cuatro por tres.

DTSC_omponiendo estos factores en sus unidades, se

tiene el siguiente cuadro:
°X b= +i+i 3
14141 8
+ 1+ 1+ | 8
i+ 0+ T
+ 4+ 444 4x

en donde se ve, claramente, que sumadas las columnas
verticales dan 4+4+4; esto es, el pumero cuatro esta re-
petido tres veces como sumando, 0 lo que es igual cua-
tro por tres; asi mismo, las unidades colocadas en lineas
horizontales dan tres, que sumandalas, se repiten, 3+ 3
+ 3+3, cuatro veces por sumando, 0 sea: 3X'|' pero en
uno y otro caso hay el mismo numero de unidades; lue-
go no se altera el producto variando el orden de los fac-
tores; luego, 3-4=4-3.

50. Ahora razonando con cantidades generales vy
enteras, se tiene:

1? Sean dos factores ay ben donde b es multipli-
cador, y por ello es: ab=a{a+ a b veces, y des-
componiendo cada téermino a del segundo miembro, en

sus unidades simples, tenemos:
>  To A

ab=1+ 1+ 1+ ... a veces
pljl4-1+ ... a Veces

............ d veces
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Pero como la suma de las unidades de cada columna

vertlca eS b, (:Y estan repetidas a veces, se tiene byta\
las unidades de a en las linegs horizontales representan
b Veces, 0 13 suma de a, p Veces, 0 lo

que es igual a n\ luego, alterando el orden de los facto-

'es que no se altera el producto; porgue en el uno y en
el otro sentido hay eI MISMO numero de unidades.

2?7 Si son tres los factores a.b.c.

Se tiene a.b.c=a .c.b.
Pues es: a.b.czab-\-ab+ab-t-............ ;"veces, siendo
¢ el multiplicador y descomponiendo el segundo miem-

bro, se tiene:

fhv. "y

d.b.c=a-fa-f-a-f - b veces

+ a-fa4-a4-........... b veces

+aNfaka e sl b VECES

41‘ .......................................... J

e .
+Coi, veces=a.c.b:

.o, pPaoefidg jfr " > ~jpj o T D'+ * V. \ C

pero, las columnas verticales de a se repiten como Su-
mando, C veces, lo que es igual & a Cc\ este factor a, en li-
neas horizontales estd sumado, b veces; que da igual e?-
r./> luego, a.b-C—a,c,b.

Lo mismo se demuestra si son cuatro, cinco 6 mas

factores.

Si1 los factores son fraccionarios: !

se dice que es igual:

a.c.o ale.c
7J1/ ~ dTVIJ"
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L na vez que para multiplicar quebrados se multi-
plican entre si los numeradores y entre si los denomina-

dores; y como todos estos son numeros enteros, resulta
gue el producto de cada uno de ellos no se altera de va-
lor, alterando el orden de colocacidon de sus factores.
Corolario.— UNn producto gueda multiplicado por
un numero, multiplicando el numero por uno de los fac-

tores, y éeste producto por lo demas, porque si a.b.c se
guiere multiplicar por d, se tiene:

o\ e 0

a .b.cy~d=ab'X.dc

se deduce del teorema; puesto que el cambio de orden
de los factores no altera el producto.

ol. T eorema.— Toda cantidad multiplicada por ce-
ro, da por producto cero.

Antes de demostrar este teorema, veamos cOmo re-
sulta cero en los calculos:

i? Proviene cero de una diferencia, en la que el
sustraendo es igual al minuendo:

pues: a—a = o;

2?7 Resulta cero del resto de una divisidon exacta; y
se toma también como Cero, el limite del cociente que por
division va tomando valores cada vez menores sin due
se pueda hallar cociente completo; Vv,

3?7 Se concibe gue un numero puede tener valores
menores, sucesivamente, y que cada vez sea menor que
toda cantidad imaginable; en tal caso, también se toma
como su limite Cero. esto es, se hace cero una cantidad,

Infinitamente, pequena, cuando se guiere que no exista
en los calculos

Sabidos estos principios demostremos el teoiema.
a.0=o

pues, poniendo en esta ecuacidn, en vez de cu o, Sl.
igual (b— bJ} se tiene:
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a(b—Db)=ab— an=o;
luegp, ayAQZO.

También si recordamos la definicion de la multipli-
cacion, se tiene:

oy”a.=0; porque si a multiplicador es:
a=i+idr-K -d veces:

hay que tomar a cero por sumando tantas veces corno
unidades tiene ayes decir:

Oy"a =0 - $O-50O-f- aveces=;?

S I N —;#v.
porque, cero en nada aumenta ni disminuye sismandose
entre si 0 restandose de st mismo 0 de cualquier cantidad,

luego, cero multiplicado por toda cantidad es igtxal ©
cero.

CAPITULO IV

B
DIVISION, SUS CASOS, TEOREMAS, MAXIMO COMUN DIVISOR
Y MINIMO COMUN MULTIPLO

SECCION Vi
Division aloebraica y cas cacos

* e > % JirMe# X1 t.H1

oi. La (IVISION algebgalca es una op |on inver-

sa de,Ia ultiplicac 'ene por objeto
R e

De manera que esta operacion se rechice 4 dado el
producto y uno de sus factores, encontrar el otro factor;



ALGt:BRA 195

y hablando del signo, se deduce tambien que si llama-
mos dividendo al producto, divisor al factor dado, y co-
ciente al otro factor que se busca, segun la definicidn
dada acerca de la division, tiene que verificarse, lo si-

@)uiente:
+

+; porque, el cociente multiplicado por el divisor

es 1gual al dividendo; 6 sea como en la multiplicacion:
+X+=+;

=+ ; porgque, mas cociente por menos divisor, es igual

a menos dividendo: 0, + X

— = —;, porque,— X ~ =+
Yy N[ =—; porque. — X +
h3. En donde se observa que signos iguales de divi-

dendoy divisor, producen signos positivos para los co-
cientes; y signos desiguales de los mismos dan signos ne-
gativos a los cocientes.

Sea dividir +anpor +a”;

m

se tiene -—— =+a —n.
+ aln

en donde am—1 es el cociente; porque multiplicado por
el divisor al\ es: am—"X ? — —y+»=;2m produce el di-
videndo an} reduciendo los términos semejantes del ex-
ponente del producto indicado.

4. En la division hay que observar: 1?, que si di-
videndo y divisor son numeros concretos 0 tienen una
denominacién; el cociente es un numero abstracto; por-
gue en este caso la division es una medida: pues divi-
dir 1oo0 metros de un género cualquiera en pedazos de a
5 metros, es averiguar cuantas veces el numero 5 esta
contenido en el 100; y el cociente 0 respuesta es 20. O
sea un numero abstracto; 2-\ si el dividendo es concreto
y el divisor abstracto; el cociente tiene la denominacion
del dividendo; porque viene a ser parte de él: asi di\i-
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dir 100 sucres para 5 es buscar la quinta parte de 100;
gue es 20 sucres, de la misma naturaleza del dividendo;
y 3?, si dividendo y divisor no son numeros concretos; el
cociente tampoco es concreto.

Antes de dividir un monomio por otro, se debe sa-
ber el

99. Teorema.—Para dividir potencias de igual ba-
se, se resta el exponénie menor del mayor,y el resto sepo-
ne de exponente de la base comun en el dividendo 0 divi-
sor, en el que tenga el exponente mayor.

Para comprender mejor este teorema, sean nume-
ros los exponentes, y dividamos.

t 7 xR olrr D wi

a6 por a2, y tendremos:

N\ N\
8.6: ?'__'_a_'_'_?'__'_a:_'__a_;a:ar_'a_a_a = a 6_2: a

a2 a.a

gue resulta en el caso de ser el exponente del dividendo
mayor que el del divisor; porque los dos factores de a
del divisor anulan dos del dividendo y quedan cuatro, 0,
sea: ab-l2=a’*

En el caso contrario, dos factores de a del dividen-
do se quitan por dos del divisor, y resulia:

a’ a.a 1 1 1
a" a.a.a.a.a.a 0.a.a.a aG— 2 a*

Generalizados los dos casos anteriores se tiene:

#

A’ f: am— n para el caso de ser ni> n;
I
| am a.a.a.a.a aveces
porque; | am—";
a'l a.a.a......... N veces

pues, 1l factores del divisor se quitan por n factores del

dividendo, en el cual debe quedar por exponente el res-
to 6 sea Mm—n factores; v,
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am 1
27 — = ™Mr— esto es, en el caso de ser n> M. por
Que es:

nm a.d.(I........... «,VOCEeS l

all a.a.a.a.a N veces a—m’

puesto que, NI factores del dividendo se quitan por m
factores del divisor, en el que quedarda an—m por ser
N> ni, y por dividendo se pone el coeficiente UN0 de la
potencia menor, una vez que el divisor au—m no puede
guedar sino de tal divisor; luego, para dividir potencias
de 1gual base, se resta el exponente menor del mayor, vy

el resto se pone por exponente de la base mayor ya sea
en el dividendo ya en el divisor.

56. Ahora pues, sabemos que: " m’)

%1 A
| ' am .
pero como Nl— M =o0; resulta que: —/ =am—nNra°’\ ha-

cilendo con esta potencia, inversas operaciones, se tiene

oh m
(@) 11 ¢ am
a =a - —= I

porque toda cantidad dividida por si misma da por co-
ciente la unidad: y de donde, resulta que toda cantidad
elevada d cero es igual a la unidad. Esta potencia con
exponente cero sirve para que aparezca, en un calculo,
el factor literal que se ha reducido a la unidad.

m

Se quiere dividir™ m,~ y como mse tiene:
.1 |

a 1 1
am © d'-r — 4a°°

y, ejecutando la operacion de este mismo cociente indi-
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cado” , siguiendo solo la regla de restar el exponen-

to del divisor del exponente del dividendo, caso de una
mera observacion, su resultado es un simbolo de una po-
tencia con exponente negativo, gue es aceptada en al-
eebra:

“M— =" f—m— & a—s;
a +

X se tiene:

de donde se ve que los dos ultimos miembros de esta
iIgualdad y la anterior, son iguales:

|

y €s: a 2 3
que quiere decir: toda cantidad con expoliente negativo
es igual a la unidad dividida por la misma, potencio con
exponente positivo.

De lo expuesto anteriormente, se deduce la regla.

o1, Para dividir un monomio por otro, se determi-
na el signo del cocientey se divide el coeficiente del divi-
dendo por el del divisor; y restando los exponentes de las
letras I1guales se ponen los restos en las letras que tienen
mayores exponentes ya sean del dividendo. ya del divisor,
y las letras desiguales gquedan en el cociente con sus mis-
MOS exponentes.

Pues segun esta regla, el cociente multiplicado por
el divisor es i1gual al dividendo.

Ejemplos:

Eie

8a*b3c: la2b= +i)a2b2d — 30tf0; 2c : — ija36c=-\-:0;ii3bc;

LAY f# N 4 f | .

i da*bc*: — Da? = - .
M 2 + obed- +3abcd? 33%2

Para gue un cociente sea entero es necesario que la
division de los coeficientes sea exacta, y que de los ex-
ponentes de las letras iguales, los del dividendo sean



mayores que los de las letras correspondientes del di-
VISor,

Pisto se observa en los dos primeros ejemplos.

Mas cuando, la division de los coeficientes no es
exacta y algunos exponentes de las letras del divisor son
mayores, gue los de las letras del dividendo, los cocien-

tes son fraccionarios, como se ve en el tercer y cuarto
ejemplos.
Ahora si tenemos la fraccion:

12a58c2d2 8 |
iNa3ed 4 @2Ped;
en donde, la division de los coeficientes no es exacta,
pero los exponentes de las letras 1i1guales del dividendo
son mayores que los de los del divisor; entonces se tie-
ne una expresion algebraica entera con coeficiente frac-
cionario.

Si ni la division de los coeficientes es exacta, ni los
exponentes de las letras i1guales del dividendo son ma-
yores que los exponentes de las letras correspondientes
del divisor, se simplifica 6 mas bien se reduce a su mas
simple expresion; y el cociente entonces es fraccionario.

gm

Ejlmplo:

2lhzs.v2ciel  4dabd
25 ce'b2c3 Doc?

Nl Ahora pues, demostremos generalmente la divi-

sion algebraica; y para esto representemos por M al mo-
nomio 0 polinomio dividendo, por \& al polinomio 6 mo-

nomio divisor; por ritr2,r3 - .CN, los cocientes; y por
d A2 ,r3, ———mmmmmm- rn los residuos sucesivos 0 dividendos par-
clales.

Se tendra, en todo caso:

~ — /[ A rU ri o , 72 72 ., 13, r _I1TA o
o\/ 1+ Ts= " +~5s: -5 3+ Ts + "+ D e
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y
en donde, poniendo el valor-d en la primera divisidn,

después el valor —4; y en seguida los demas valores has-

tarn? s« tiene:

f 0 il go=1 v} 1 o
3 4_/\*2+/\' nh _ - .
S ¢|1 ) 3 rn 4 §4 [1 ]

Y. puesto gquer para encontrar los residuos sucesi-
vos, se multiplican los cocientes parciales por el divisor,
v estos productos se restan del dividendoM,y de los

demas dividendos parciales 6 residuos rit r2,r3. --——-- rn,
el primer residuo 1

es: “r{=M-—S ¢,
el segundo f2=79g— Yr?
el tercero r3a=r2— .Vrs.
> Y,
iy 4 ™"Mm—=2 In |
y el ultimo rd&=rn-1-Scn

sumando estas ecuaciones, se tiene:

ri~*r24-»a 4 - 4-I'n—14-Tn— 4-fud-/ 2 t;34- — -4-"¢

4 -?'n ~1 -STrta-r2 4-1r34- e, ]:

y Trestando la suma de los residuos 6 dividendos par-
clales de entrambos miembros, resulta:

"n==>/- S [i 24—r34*- rnj; *
k
ue,manifiesta la lorma que tiene un residuo general en
(ardfvtsion sucesiva

( CoutiHitara ).



