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S ECICOIN 83 2
Maximo comun divisory minimo comun -multiplo.

1)3. Se sabe lo que es maximo comun divisor (26);
pero antes de ver como se determina el maximo comun
divisor de dos 0 mas numeros, veamos cOmo se descom-

pone un nUumero aplicando la siguiente:

Regla.—Para descomponer u?i nUmero en sus pac-
lores primos, se divide el numeroy cada cociente sucesivo
por el menorfactor divisible}Juera de la unidad\ hasta
obtener el cociente uno: todos los divisores son los factores
simples que multiplicados entre si producen el numero

descompuesto.

E jemplos:

Sea 2 160 el numero que se gquiere descomponer \
dividamoslo sucesivamente:
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2160:
1080:

540:
270:

N DO DD

45 -

El nUmero 2 estd repetido cuatro veces de divisor;
el 3, tres; y el 5 una; de donde se ve que para formar
el nUmero descompuesto se debe poner de factor & cada
uno de los divisores simples, tantas veces cuantas esta
de divisor en la descomposicion, como sigue:

2X 2X 22X 2X3 X3 X3x5=24x33x5= 2 160

#£

De donde se tiene: que para encontrar el mismo
numero descompuesto en sus factores primos, se multipli-
can entre si todas las potencias de losfactores primos su-
cesivos, propios del ndmero,y su producto es, evidente-
mente, el nUmero descompuesto.

Descomponganlos también el numero 15 120.

15120: 2
? 560:
3 780:
1890:

630:
210:
105:

21:

7*7
1:

W o1 ND,EE DD DN

Los divisores que se convierten en factores del nu-
mero descompuesto, son:
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2*x33xb5x 7 1nN120

84. Teorema.— Un numero entero no puede tener
dos descomposiciones distintas enfactores simples.

Porque si fuese: y se pudiese descom-
poner de otro modo el mismo numero N\ por ejemplo
en: N —2x3x5; seria, evidentemente, 3x 5Xx 7—2x 3x 5;
y en esta i1gualdad dividiendo sus dos miembros por 3
X5, queda 7= 2, 0 el absurdo de que 7 sea igual a 2; y
como éste absurdo se repetiria en cualquier caso de dos
descomposiciones distintas de un mismo numero, resulta
que los factores simples de un numero Siempre seran
unos MISmMosS; porque también si alguno de ellos fuese
posible que variase en mas 0 menos, se tendria en mas
O menos otro producto y nunca el dado; pero tambien
es clerto gue pueden encontrarse los factores primos en
cualquier orden; porque el producto no se altera alteran-
do el orden de los factores.

85. M aximo comun divisor.— Segun la definicion de
vi.c.d. biloquese el délos numeros siguientes, que des-
compuestos en sus factores simples dan:

210=2 X3 X5 x 7
420=22x3 X5 X 7
2100=22x3 xb5~x7
6300=2"x3"x52x 7

En este caso las potencias minimas y comunes a to-
dos los numeros dados, son: 2x3x5x7 = 210, y su pro-
ducto 210, es el m.c.d. de todos estos numeros; porque
este numero contiene todos los factorescomunes en Sus
minimaspotencias:. y por tanto se hallacontenido en ca-
da numero de los dados, desde el menor que es el mis-
mo ni.c.d. hasta el ultimo mayor; porque cada numero
de los dados siendo divisible por cada uno de los tacto-
res primos que Forman el m.c.d., lo es por el producto
de éstos, gque es el maximo comun divisor.

Y en este otro ejemplo, tenemos:
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520=23X5 x 13
foo= 22x52x 7
1 700=22x52x i7

2080m25X5 XI3

Las potencias minimas y comunes 4 todos los nu-
meros dados son solo 22y 5, y por ello es: 22x5 = 2o.
el m.c.d pues, los demas factores primos 7, 13 y 17
no se toman en cuenta; porqgue si alguno de ellos forma-
se el m.c.d.; su producto no se contendria en los otros
numeros gque no tienen tal factor.

8?7 Regla.—Para hallar el ni.C.d.; dedos 0 mas
numeros, estos se descomponen en sns factores primos,y
sOlo de los factores comunes & todos los numeros ciados, las
potencias minimas se multiplican entre siy el producto
es el ni-C-d. de los numeros descompuestos.

Ejemplo.

Sean los polinomios: ¢\a2-\-eab{-(\b2; 4a2—q/;2; v,
6a*—60*, cuyo maximo comun divisor se busca:

Tenemos: A#2T Sab-\-;\b2="2"2"Ta+ {][«+ ¢];

4a2—4:.2= 22 [ a-\-b]la—D];
Y, 6a*—6b*= 2x3 [a2+b2][a+Db] [a—0] .

Los factores simples coinudnes y potencias minimas
de los tres polinomios son 2y [a-\-b\%luego, el m.c.d.
de los polinomios dados es el producto 2\a-{-b].

8/. Hay casos en los que, los factores primos de al-
gunos numeros no son conocidos, y entonces para en-
contrar el m.c.d. de dos numeros se debe saber el.

88. Teorema.—E | m.c.d de dos numeros es el m.c.
d. dol menor numeroy del resto, que resulta de dividir
el mayor numero por el menor. La demostracién de es-

te principio se halla en el teorema [12] yen la demos-
tracion del N? 90 que sigue.

89. Regla.—Para eticoTitilar el maximo comun di-
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visor de dos numeros se divide el mayor por el menor, es-

te menor por el resto, este resto por el segundo resto, y asi

en adelante, hasta hallar un resto cero,y el ultimo divi-
sor es el ni.e. (I. buscado.

Ejemplo.

Sean los numeros 12 747 y 1 785 cuyo m.c.d. se
busca.

Siguiendo la regla anterior tenemos:

/ 7 12

12747 1785 25221

12495 17164 259
__959-.21 000

El ndmero 21, ultimo divisor, es el m.c.d.; de los
numeros propuestos.

JQ Ahora para demostrar generalmente este proce-
dimiento. busquese el m.c.d. de los numeros generales
ay b yllamemos c, {4 &2, C3, etc., los cocientes de la di-
vision de a por b y de los restos sucesivos, que los de-

signamos por /, ;9, r2, r3, etc. Ejecutando las div isio-
nes sucesivas tenemaos:

c c{ c2
a b 1
| 2
rin O
De donde se tiene segun la regla, que ultimo di-

visor, es el m.c.d.; puesto que suponemos que el tercer
resto es cero.

De las divisiones sucesivas resultan las i1gualdades
siguientes:

a=c b -f-r
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Pues en la ultima i1gualdad se ve que el resto r es
un multiplo de 1\ y del tercer cociente r2; por tanto ri
divide exactamente a4 r; en la penultima igualdad rxdi-
vidide también al producto ¢(gr; porque si un numero divi-
de a otro, divide & un multiplo cualquiera (Teo. 10); lue-
go, r4 divide & la suma b, [Teo. 9]; y por ultimo, en la
primera ecuacién a, es la suma r-J-ct, que evidentemente,
es divisible por rit luego rAdivide a4 ay a b.

Y, ;g es el maximo 0 mayor comun divisor de ¢z vy /;
porque ;q, es un factor de r é igual al ultimo residuo;
y cualquier otra cantidad mayor que I\. no puede llenar
las dos condiciones al mismo tiempo.

Sean también los polinomios: 6a3—4a2—6ab2-\-2a
\-"p2-\-2b y 2a2—2b2, cuyo m.c.d. se busca; para lo
gue dividamos el primer polinomio por el segundo, Ssi-
guiendo lo prescrito por la regla ya demostrada, se ob-

tiene:
3a '2 a 'b

6a3 4a2—6ab2-\-2a-\-/\b2-\-2b 2a2—2bz 2a-}-2Db

603 -\-6ab? 2a 2ab
__43 \-2a-\r \U;-\-2Db —2ab—2b2
+ 4a2 —4Db2 2ab 2B
+2 Db 0 0

El dltimo divisor 2a-\r2b~2 [tf-fu], es el m.c.d.
buscado.

91. Regla.—E|l m.c.d. demas dedos numeros se
halla, buscando, en primer lugar, el m.C.(L de dos nume-
ros de los dados; en seguida se busca el del tercer nume-
ro dadoy el del m.c.d. encontrado; después, el del cuar-
to nimero dadoy el de éste m.c.d., y asi en adelante: el
m.c.d. ultimo es el de todos los numcios dados.

Ejemplo.

Sean los numeros 1 176,672,224, y 70, cuyo m.c.d.
se busca.
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El m.c.d. de: 1 176 y 672
es:. 168; el de: 224 y 168
es: 56; y el de: 70 y 56

es. H -

Es pues, 14 el m.c.d. buscado.

Se demuestra. Sean los numeros generales, los da-

dos a, etc., y los maximos comunes divisores su-
cesivos m, /21 N 3, etc., y sera:
El //z de izy u
es: el de: cym
es: MX\ el de: dy mz*
es. /22, y deci-

mos que z/2 es el m.c.d. de todos los numeros dados;
porque z/2 se halla contenido en mv y d; pero 02lt esta
contenido en my C; y ademas, VIl estd en a vy luego,
zz22, se halla contenido en ¢/ r, r.

Y, /22, es el m.c.d. de los numeros; porque si otro
divisor comun fuese mayor que mZ2, estando contenido en
m, Mm*deberia contenerse también en m2\lo cual no pue-

de ser siendo mayor que Mm?2.
92. Minimo comun multiplo.— Se sabe lo que es m.

c.m. de dos 0 mas numeros [25]; y para determinarlo
segun esa definicion, los numeros dados se descompo-
nen en sus factores primos, y se multiplican entre si, soO-
lo todas las mayores potencias de los diferentes factores

primos de gue constan los mismos numeros.

E jem i*los

S4=27x3 x 7
140=22x5 x 7

540=2 "X33x 5

Las mayores y diferentes potencias de todos estos
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factores simples son 22x 3ax 5x 7=3 780, cuyo producto
es el minimo comun multiplo de los cuatro numeros.

;Cual es el m.c.VvI. de: Saz2—Sb2; 2a2-{-8ab-{-8b2\ y
4rt-f-8¢7

es 3a’2— SN72=2 [2n-f-27] \2a—27]
4a2-\-8ab-{-/{602=  [2~+2/;]2=[2a-\-26][2a 2\
8a -fS¢ =2 2[2a-{-2b]

Las mayores y diferentes potencias son: 22,[2a-2b]
y \ 2a-\-2b\ cuyo producto 2[2a—2i)][2a 26] es el mini-
mo comun multiplo buscado.

Esta expresion algebraica es el producto de todos
los factores primos de cada nUmero dado con sus mayo-
res potencias; y por esto contiene a cada numero, Yy es
el menor producto que se puede formar de modo que
contenga también a cada numero; porgue si se tomase
una potencia menor de cualquier factor de entre estos;
resultaria que el m.c.m. no contendria a uno, dos 0

tres de los mayores numeros dados, sino que éstos se-
rian mayores que el mismo m.c.m.

Ejemplo:

6a -{-6b —2.7t[a-{-b]
8ac-\-8bc=23c
a2—b2=[a-{-b][a—Db\

El minimo comun multiplo es: 3X 23xc\ a-{-b]\ a—¢];
pues si tomasemos en vez de 23, el fact.rn 2; el numero
2 V[;z-f-a] seria mayor que el multiplo, lo cual 110 puede
ser, una vez que minimo comun multiplo es el producto
divisible por todos los numeros dados.

93. Cuando los factores primos de los nUmeros da-
dos no son conocidos, se halla el m.c.in. de dos numeros,
buscando antes el m.C.d- de los dos mismos numeros; y
dividiendo uno de éstos por el m.C.d. encontrado, el co-
ciente se multiplica por el otro numero.
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Ejemplo

Sean los nimeros 744 y 1032, y el m.c.d. de éstos
es, 24; y que segun la regla resulta:

1 032 744
-gf-X 744= 49£ X1 032=31 992.

De donde se tiene, que 31 992 esel M C M. bus-

cado.
Demostracién; sean los numeros generales ay b,

y el m.c.d. encontrado 1l; de donde se tiene que el m.
c.nl. de ay b es:

a 7 b . , g
X0= — Xa—minimo comudn mitltimo,
n u r
Siendo pues, —=cC; vy, ™ =d, se tiene: a=nc;y b~nd
n n

y, C Yy d cocientes enteros y nUmeros primos; Yy el
m.c.d. de los dos numeros dados por la suposicion.'
Ahora multiplicando las dos. igualdades penultimas entre

si, resulta:
a b '
x 2=¢.d:
N N
de donde, ﬁx b= XxXa=n.c.d;
N

pero, ¢ y d son numeros primos; porque son los cocien-
tes de los numeros dados cuyos factores simples son des-
conocidos; y el producto nxcxd es el m.c.m. de los
numeros dados; y no hay otro menor, gque los contenga;
porque nc=a y n d—Db; en donde n tiene todos los iac-
tores comunes 4 los dos numeros dados y cxdxu es el
producto de los factores primos diferentes que contienen
los dos nUmeros dados; luego n.c.d. es de m.c.m. O el
producto formado por todas las potencias diferentes que
contienen los mismos numeros. \ también, como el m



C. VI. de nimeros primos es el producto total de los.mis-
mos, se deduce que cXd es invariable, el que multiplica-
do por el ni. ¢. d. de los dos nUmeros no es otra cosa que
el producto de los dos cocientes por las minimas poten-
clas comunes, que necesariamente representan el menor
producto que se puede formar de los factores de los nu-
meros dados, de modo gue contenga a cada uno de ellos
exactamente.

Ademas cy d son nimeros primos y los numeros
primos no tienen mas factor comun que la unidad, pero
el VI. C. VI. se forma de todos los factores diferentes que
contienen los numeros con sus mayores exponentes 0
potencias, luego, el VI. C. VI. de ¢Xd 6 de dos 6 mas nu-
meros primos es el producto de todos ellos; porque és-
tos son los factores primos diferentes que deben formar
el VI. C. VI.; luego, cxd, es un producto invariable.

94 . Para encontrar el io. c. ni. de varios numeros se
busca el de dos numeros; después el de este ni. C ni.y el
tercer nUmero; en seguida de este ni. c. ni. y el cuarto nu-
niel o; asi en adelante; el ultimo m c m es el de todos los
numeros propuestos.

E jemplo

Sean los numeros 30,24,120 y 144, Segun las re-
glas, el vi. C. Vl. de los

dos numeros, 30 y 54,
es: 135; el de, 135 y 120
es: 540; y el de 540 vy 144
es: ) 2-1_60.

El ndmero 2 160, ultimo lIl. ¢ VI. es el de los nume-
ros dados.

Para demostrar este principio, sean los numeros ge-
nerales a, O, ¢, d, etc. y los minimos comlines multiplos
sucesivos VI, ViU m2, etc,

y resulta que el m. c. vi. de ay Db
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es: M\ el de m y C,
| es: ;/Vz4; el de [z y 1)
es: ni2} etc.

Como se ve, ;;z2 es multiplo de ;z vy ¢ .zt multiplo
de w ye vy ni mualtiplo de a y b\ luego, Zz2 es multiplo
de iz e r/. Y Mm2eselni c VI. 6 el menor producto que
se puede formar de los factores primos de los numeros
propuestos; porque si fuese el ni. ¢. M. cualquier otro nu-
mero menor que M2, conteniendo este niumero a a, y &
b, contendria & ni, nii} M2\ lo cual no es posible siendo
menor que m?2.

CAPITULO V

FRACCIONES ALGEBRAICAS

SECCION U

Definicionesy teoremas.

05. Fraccion algebraica es el cociente que tiene por
dividendo y divisor cantidades enteras 0 fraccionarias.
Y se llama, en este caso, al dividendo numerador, y al
divisor denominador. EIl numerador indica 6 expresa el
numero de partes que se ha tomado de la unidad: y el
denominador manifiesta la denominacion de la funcion
0 las partes en las que se ha dividido la misma unidad.

F1 numerador y denominador son conocidos tam -

bien con el nombre de terminos de laf raccion,
Un quebrado es propio, si el numerador es me-

nor que el denominador; pues, y>, &4, 5h sojl
dos propios: valen menos que la unidad y solo repie
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sentan partes de la misma unidad; vy, 3/3, 4/2, 6/4 son
fracciones I1mpropias; porgque valen la unidad entera y
mis de la unidad, l[lamandose Impropiamente fracciones
por contener numeros enteros.

La suma indicada de un nu nero entero y una frac-

cion se llama numero mixto', 0-\----- ., pero el signo mMas se

f & *F 3o -

suprime, generalmente, y se escriben los numeros mix-

tos a2, y, 2%.

97. guebrados que tienen Iguales numerado-
res es mayor el que tiene menor denominador.

Asi: 45> 4/a; esto es cuatro quintos mayor que
cuatro octavos.

Porgue en este caso 45 expresa que la unidad se
ha dividido en cinco partes iguales y de estas se han to-
mado cuatro, como lo indica el numerador; mas, 4/8 ex-
presa gqne la unidad esta dividida en ocho partes, cuyas
unidades fraccionarias son mas pequenas que las quintas
partes del anterior quebrado, y de estas se han tomado
también cuatro octavas partes, 0 la mitad de la unidad,
y mientras que a 45 le lalta solo '/5 para la unidad, a la
otra traccion le falta la mitad 0 sean cuatro octavos.

De dos quebrados que tienen igual denominador es
mayor el que tiene mayor numerador.

Asi: 56> 2/6; esto es, cinco sextas partes mayor
gue las dos sextas partes.

Kn este casdla unidad esta dividida en las mismas par-
tes en entrambos quebrados; y por ello, el quebrado que
tiene mayor numerador, es mayor; porgue tiene mas nu-
mero de partes fraccionarias iguales.

nn
1EOUEMAS:

99, i? Una cantidad dividida por si misma da
cociente la unidad.

a
a

por



ALGEBRA 315

Porgue el cociente multiplicado por el divisor da el
dividendo: 1X3=3; 6, \xa=a.

Luego también toda cantidad dividida por la uni-
dad da por cociente la misma cantidad— =a; porque el

cociente multiplicado por el divisor da el dividendo:
ax l=a.

DO 2? Unafraccion no altera su valor multiplican-
do 6dividielldo sus dos tci mlnos por un niismo ndmcro.

Sea la fracciéon-~-=r; de donde se tiene que a=Dbc,

y, multiplicando esta igualdad por e, resulta: ae=bce, que

a.e . ae a e
en otra forma da:Hé:C\ en donde es: l)re: -5\porque—

e
es igual a la unidad; luego no se altera el valor de la

traccion multiplicando sus dos términos por una misma
cantidad.

La segunda parte del teorema resulta dividiendo
numerador y denominador por C.

d
e a
y decimos que: b" b
C

>orque, multiplicando el primer miembro o sea el nu-
merador y denominador por &\ no se altera la fraccion,

egun la primera parte del teorema; y queda el segundo

miembro—-, 0 sea la misma fraccion sin ninguna alteia-
b

1On de valor.

100. 3» E | cociente de una fraccién, 0 la misma
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fraccion, no se altera variando los signos de sus dos ter-

mINoS.
Decimos que:
£t a
Tbh = ~b=+ C -

Pues equivale & multiplicar numerador y denomina-
dor del primer miembro por—1i; y al ejecutar la division,
el signo del cociente es positivo en uno y otro caso;, por-
gue mas por mas igual mas; y menos por menos igual
mas; pues signos iguales de dividendo y divisor produ-

cen signos positivos para los cocientes [53].
101. 47—Para dividir un producto por un numero,

basta dividir el un factor por el numeroy cl cociente
multiplicar por el otro factor.
Esto es: si axb es el probuctoy cel nimero divi-

sor, se tiene:
a oy 0 ab

Se demuestra: multiplicando cada uno de estos tres
cocientes por el divisor C, resulta en cada uno de ellos el

dividendo a b\

pues: == VETC X a C= =

luego es verdadero el teorema.
Ejémtlo

Sean, el producto 12x16 y 4 el numero, y es:

T x 16= f x 12= ~ | — —48-
1U2. j'.'—Para multiplicarun cociente
mero se multiplicaor el aDSE

sorpor el numero.
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Sean,-j-el cociente y C el numero.
Primera parte: segun la definicion [33] de la multi-

plicaciéon se tiene que-"~-x ¢c=-]J\ porque el producto ha
de ser como el multiplicando ~r\ asi como C es respecto
de la unidad positiva; 0,C-se ha de tomar tantas veces

como sumando cuantas unidades tiene O\ luego & X C=

ac
b

Segunda parte: en el cociente”™-,dividiendo numera-

dor y denominador port* no se altera la fraccion [99, Teo.
2?7] y resulta:

ac ac\c a
b bic Db\

a

| ac
T b b

Luego para multiplicar un cociente por un numero
se multiplica por el dividendo 0 se divide el divisor por

el ndmero.

E jemplo

Sean, ™-fel cociente y 4 el numero, y sera

0
12x4 r2
0.
8 8:d
103. 67— Para dividir un cociente por un numero,

se multiplica por el divisor 0se divide el dividendo po*
el numero.

Sean -"el cociente y Cel nimero; y se tiene multi

b
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plicando dividendo y divisor por b que no se altera el

valor del cociente y demuestra la primera parte del teo-
rema;

a ._ab g _ I a
b.c—b.l!)c a \oc he

Ahora dividiendo numerador y denominador de la
Ultima expresién por c} tenemos;

a a.c a\xc
be be:c D
a a.c\ , e - : ,
luego, es: ==—~]~\ 0 para dividir un cociente por un nu-

mero, se multiplica el divisor 6 se divide el dividendo
por el numero.

E jemplo

. : i6
Sean, el numero 6 y el cociente—, yes:

36 36:6
3X 6 5

104. 77—Para dividir un numero por un producto,

se divide el numero por uno de losfactoresy el cociente
se divide por el otrofactor.

Sea el niimero a y el producto bxc\ 6 el cociente:
d

bX~C
Dividiendo, en primer lugar, por C, y despues, por
b el mismo cociente se tiene:

a_:E:c a a a:b
be eec b

dle Aondle: A 4 C:%Zti).
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Ejemplo

Sean, el numero 48 y el producto 3x8, y se tiene

48 438;3=48:9=2 _
3x 8 8 3

105. Son cantidades reciprocas, las que multiplica-
das entre si dan por producto la unidad.

5 a b j a”™ b 1
Sto es: — —,dlan—x—:l;—_ 4
oy a b a -|y
dan -1X4:i;y,—1?’x—7%r:i.
~ O O

Todas estas cantidades se llaman reciprocas.

10> Para reducir unafraccion d su expresion mas
sencilla se dividen sus dos terminos por sus factores co-
nmines opor el m C (; con lo cual no se altera el valor
de lafraccion, por la segunda parte de [99. Teo. 27]

Reduciendo los términos de la traccion—, por Ssus
32

tactores comunes, se tiene:

16 8 4 2 r

312 16 8 2

Ahora este mismo quebra 1® dividien lo sus dos ter*
. . _ 10 10 1
minos por el n.. c. d, se tiene—:

A § 69 of
& h= o Pues, es e

ni. ¢. d. de los dos términ s. |
107. Para dar d los quebrados un comun denomina-

dor se ninltipl;can los dos temill. os de cada quchbiado por
mproducto de los denominadores de los otros quebrado,
ron lo cual no se a/t ra el valor de cadafraccion; y g da
ana sola denominacion d todas las Jjacciones, pounudo
bar denominador el producto de todos tes dcuoniiuadol

Vsolo entonces sepueden sumary restarfraicioms, poi -



