RAFAEL ANDRADE RODRIGUEZ

Nos proponemos desde hoy, para cooperar de al-
gun modo a la publicacion de los Anales de la Univer-
sidad Central, escribir ciertos capitulos importantes, tan-
to de las matematicas elementales, como de las superio-
res, o tambien capitulos que se den la mano, afnadiendo
algo que nos sea posible de nuestra, parte, con el objeto
de que despues se forme un curso medianamente com-
pleto, a fin de que los estudiantes tengan mas facilidades
para el estudio, que es lo que siempre nos proponemaos,
cuantas veces publicamos alguna insignificancia.

Hemos escogido, por lo pronto, esta seccidon de las
matematicas, ya por su importancia y aplicaciones, ya
también porque al final queremos anadir algo de nuevo
y que trata de los nuevos signos de indeterminacion, que
NO Nnos parece exacto y hay inmenso campo para discu-
tirse. 1

Con estos antecedentes, procedemos de la manera
sigulente: 1

Sea m una cantidad finita y determinada y consi-
.deremos las expresmnes gue vienen. ¥

1 M décimos que su valor es cero.
En efecto, si
O
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m

cualquiera que sea el valor de m tendremaos
d><m~o



Porgue en una fraccion, mientras mas pequeno sea
el denominador, el cociente se hace tanto mayor y si el
denominador llega a se.r™infinitam-ente pequenop-ej co-
ciente llegara a ser infinitamente grande; si el denomi-
nador es cero, el cociente sera el infinito.

Asi por ejemplo
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y se ve que, mientras el denominador es mas pequeno,

el cociente es cada vez mas grande.

— =0

00
Al contrario del caso anterior, cuando el denomina-

dor crece, el cociente disminuye y si el denominador lle-

ga a ser el iInfinito, el cociente llegara a ser cero. To-

mando el ejemplo semejante al caso precedente, tendre-
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porqgue tendremos
oo y(vn—cCC
Es evidente que, cualguiera cantidad que se multi—:

plique por el infinito, dara el inhnito.
00 O
5“ © X00; (ﬁ\ N ° i *
En virtud de las dobles razones de |os casos ante-
nores,

Con estas ligeras apuntaciones, hablemos de las ex-
presiones indeterminadas, que nos hemos propuesto.
La férmula fundamental es , due se llama un sim-

bolo de Indeterminacion.
S1 hacemos

0
m
-ﬂd< O
tendremos
oXMmM=0

Luego, cualquiera que sea el valor de ni--multipli-
cado por cero, dara cero, y de este modo, habra una iIn-
finidad de valores de 111 que responden a la cuestién; es

por esta razon que representa una indeterminacion.

S1 tenemos por ejemplo
2y—4.,.. (1)
4y -8
y hacemos y=r2, resultara

O

X 5 Indeterminacion.

Pero no siempre hay indeterminacion, sino que a
veces existe en el numerador y denominador un factor

comun que vuelve la expresion por ciertos valores

de las variables; si se suprime este factor, se quita la In-
determinacion. Asi la expresion (1) podemos escribirla-'
r--2(y~2) 2

n AT o 4(y-2) 4
En Matematicas, decimos siempre, sin recelo algu-

no, dos cantidades iguales a una tercera”™ son iguales eu-



tre si; axioma que no puede asegurarse, porgue si dos
cantidades M, N, son iguales a una tercera O, no se

puede decir qgue M nN, si antes no nos hemos cei*Ljora-

do de qgue O no es igual a

Podemos proponernos ¢cual es el verdadero valor
de la fraccion

(Xx—2)2 (x+2)
(x 2) (x-13)

gue resulta — cuando x— 27

Si se simplifica la fraccion tendremos
(X 2) (x+1)

(*+3)
S1 se hace ahora x=j2, resulta
(2—2) 2+ 1) o

O

Otro simbolo de ingdetermi'%acic’)n es

co X0
Consideremos la expresion

m

Cualquiera que sea el valor de X, esta expresion
serd constantemente igual a m. En el caso de que X
crezca hasta el infinito, tendremos

Cco &/m:co Xo=m
Cco
Como si se considerase la expresion

X 3

SI X = co, resultaria

00 X o z z s X 00 = ¢/ O

ASImMISMO

X3 X = -

- J

y en el mismo caso, se obtendria

O  ~ Xo0o=3
S



También tendriamos

X4 X
00 X 0 = o5 -0
y de esta manera, se pueden encontrar muchisimos va-
lores. .

De esto se desprende que, 1I0 puede decirse una
cantidad cualgquiera m, multiplicada por cero, da cero,
sin haberse asegurado antes que m noes igual al infinito.

Otro valor indeterminado es

00
00 ,e

Porgue cualgquiera cantidad qgue se multiplique por

el denominador que es infinito, tiene que reproducir el

numerador que también es infinito. Ademas podemos
escribir

Nl
CO 2Z —
O
luego
N
O 0 0 . . .,
. Indeterminacion.
co Ni 0
0

El ultimo de los simbolos de indeterminacidon que
nosotros consideramos es
CO —CO
Porque
co—co—00 (1—1)—00 X 0 = jndeterminacion.
Podemos escribir

m ni mXo—mXOo 0

CO —C0 ZZ— ------=  —=——mm—mmm——mm- = —= Indeterminacidn.

O O O0XO O

Hasta aqui, para demostrar que los signos estudia-
dos son Indeterminados, nos hemos valido de demostra-
ciones elementales; ahora tomando los mismos signos,
hagamos demostraciones superiores, valiendonos para
esto, del Calculo Diferencial.

Se sabe que si X es una variable y y una funcidn,



la relacion entre estas dos cantidades se expresa simbo-
licamente

y =F (X)
Consideremos entonces la relacidn
F ()
f(x)
de tal modo que
F (a)=o0
f (a)=o0
luego
F (X) 0
f(x) 0

cuando x=a, y hemos dicho que esta relacion es inde-
terminada.

SI se da a a un incremento //, aplicando la serie
de Taylor, tendremos

Fb+h) FW + T F<»i'HT
f (a+h)  f (a) ff @+ ™ " (a)+...

y COmo
F (a)=0; f (a)=o0

dividiendo el numerador y el denominador del segundo

miembro por JI, resultara

F(a+h)/ (9+TjF"(a)+-
f(ath) f'(a)+A " (a)+. _.

Esta relacién tendrda lugar cuando Ji tienda hacia
cero y podemos escribirla entonces
F (a) F (a-fh)
77— = hm. -- N
f (a) f (a+11)
por consiguiente, cuando

lim. h=o0

se tiene
F @ F (@
f@~F @

Luego en el limite, la relacidon de las dos funciones
es igual a la relacion de las derivadas.
St al mismo tiempo



F' (a)=0=f/ (a)
simultaneamente; entonces en la expresion anterior se
podran dividir numerador y denominador por h y resul-

tara
Fr.+in _ r" W+71wW" M + - -
r{a+li] r Ja]+ h_ f,,
Se
y cuando
lim. hzzo
se tiene

F [a] F" [a]
fla] “ " [a]
y el procedimiento puede seguirse asi indefinidamente.
Esta regla pertenece a L’'Hopital que dice: la re
lacion de dosfunciones que se anulan por el mismo valor
de x, es igual a la relacion de las primeras derivadas
que no se anulen por el mismo valor de la variable.
Consideremos polimonios tales como F (x) y f (x),
de modo gque se tenga F (a)zro. Segun el Algebra Ele-
mental sabemos que cada polimonio es divisible por
X —a
luego
F [x]=[x—a] P [X]
f[x]=[x—a] p fx]
Por consiguiente
FIx] [x—a] P [x]_0O
f [x]-[x- alp [X] 0
cuando X=a
Pero sabemos que se levanta esta indeterminacionl

suprimiendo el factor comun y asi
F (a)__P (a)
f(a) p (@)
Ahora apliquemos la regla de L’'Hopital y tendre-
MoOS

Fo(x)=P (x)+(x-a) P" (x)

I (x)—P (x)+(x—a) p° (X)
oi se hace x=a, tendremos segun la misma regla

F_(a)_F; (@ P (a
f@ r (@ p(@



y se ha obtenido el mismo resultado.
Asi por ejemplo, sea la expresidn
X2 + 2 ax-faz O
X2 — a2 0

cuando X = —a
Segun la regla superior, tendremos
X2 +2ax+az2 2X +2a

L Y R
Si X = —a, resulta
—2a-f2a
""" oa
Valiénd« nos de la regla elemental, tenemos
X2 t2ax+a? (x-fa)?2 Xx-fa o
X2 —a2 (x—a) (x-fa) X—a 2a
cuando X = —a
Determinemos el caso en el cual
a=CO
entonces no conviene la demostracion dada. Se pone
Ey et F
haciendo z:;(
gque es simplemente un cambio de variable.
Luego si
lim. X=co
resultara
lim. z=0
y se aplicara la misma regla.
Sea ahora
F[X] CO
I [X] CO
cuando X=a. Tendremos que
|
F &XI—f [X]
fix]  _1_
F[x]

'‘que en el limite, se presenta en la forma 0 cuando
O

X=a. Estamos en el caso anterior y tomaremos las de
rivadas; por consiguiente



Hm. IM =\Tm . —

p/ [X]— ... Ri1TL
[T fX) ]2 f' [X]
Cs dccir
| W
f[x]
| “ n- F' [X]
" [x]
luego
im. Tortira, © X
f{x] fIx]
y SI X==a, resulta
F @ F '(a
f@@ @

gue es la misma la regla de L ' Hopital.

SI tenemos
L X 00

A X co

.para xzroo ; tomando las derivadas, tendremos

cuando X=CO
Sea ahora

F (x) f(x)=o0X°°
cuando x=a.

Esta expresion puede ponerse en la forma

F(x) T(x)=- {x)

F(X)
luego
lim. F [x) f (x)drlim. |
f (X)
gue tomara la forma — cuando x—a.

0
Estamos en el mismo caso primero, por consiguiente

lim. F (x) f(x)=EFf

[T (X)]2



entonces
Km. F (x) f (x) X 'i'll- — lim' P

Por consiguiente

\ F(x) . F (X)
[im. ?$()£—|Im. t<(x
y cuando Xrza, resulta
F @ F (a)
Mi1)- F (a)

gue es, como se ve, la misma regla.
El udltimo simbolo de indeterminacion oo— co, tam-

bien es facil demostrarlo por la regla superior.
Entremos ahora, en algunos ejemplos, mas o menos*

Importantes:
1?7 ;Cual es el valor de
X sen X
lim. -------
X
cuando X=07
I sen. XA D
i%nd’remos, H = b4
X 0
tomando las derivadas, resulta
« sen. X eos X
Jim. =Jim. --—--—= i
X |
2? ;Cual es el valor de
. 1g. X
jim. 19
sen. X
cuando X=07?

Tomando las derivadas, tendremos

|
im. 22 = Jim. cosox Jim. —
sen. X —_—— eos X
3? ¢(Cual es el valor de
y=X L. X
cuando X=07?
Este valor sera

- y:: OXx°°
Escribamos

y=2Z



rnton ccs
€0
Y 00

Tendremos
i

lim. yzrlim. —* lim. (—x)=D

4?7 :Cual es el valor de

Xmam
X —a
cuando X=a?
Aplicando la regla, tendremos
. XN-a” m Xa - '
l'im . = . =ma —I1
X —a ]
para Xzra.
Por la regla elemental, tendriamos
X“]._am - 14
Xm—i+a xm—2-f........ -fa
X —a
SI se hace X—a, resulta
n]é“i 1

57N ¢cCual es el valor de
ex _e-x_2X
X —Sen X
para X~07?
Apliquemos la regla, yéndonos hasta las terceras
derivadas:

.. ex—ex~ —2x .. . eKfe~x—2 o
liiu. - nlini.
X —SsSen X | —e0S X @)
para XZ=0,
exTe~x—2 eX—e—Xx 0
Jim | —-mmmmmmee =hm, - Z7Z-
| —€0S X Ssen X 0]
para Xro.
En fin,
e Xx—Oo—X .., exte—x 2
lm. --------—-- =lim .- = —r=2
Sen X eos X |

para X=o0, Yy asi, el verdadero valor es 2.

Memos presentado la teoria, mas o menos completa
de los llamados simbolos de indeterminacion; ahora nos
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proponemos hablar de lo que precisamente nos hemos

propuesto y es de aquellos signos gue muchisimos auto

res consideran como Indeterminados y gue N0OSOSros va-

mos a procurar demostrar lo contrario. Estas expresio
nes dichas iIndeterminadas, son:
I, Go, 00

Los autores que sostienen estos simbolos, para de-

mostrar que son indeterminados, se valen de los logarit-
mos y asi pruebon por ejempl'o:

log. 1°° = 00 log. 1=00 X0
= Indeterminacion.

Pero nosotros creemos gque el valor indeterminado
sera

log. 1@
mas no | 00, simplemente

y para probar lo que decimos, afirmamos que la multi-
plicacion de

X I X I X I

sea un numero infinito de veces, dara siem-
pre el numero 1, sin valernos de ninguna demostra-

cion y considerando solo la definicidon de Ja multiplica-
cion aplicada a la definicion de potencia.

Pero podemos también demostrar de otra manera:
Pongamos

aun cuando

1°°=tg. a
puesto que la tangente de un angulo puede tomar todos
los valores posibles. Ahora bien, se sabe que

tg- 45'-1

(tg- 45T =tg. «

tg. 45°=(tg. a)¢-= (tg. «)o=1 ;
pero

tg. a=1¢c¢=(10)*5=>10-«>

1=1°° "0
y por fin
N =1
gue es lo que hemos tratado de .probar.
De otra manera, también tenemos:

I=cosS 360°-f1 sen 360°



gue es una expresion compleja.
Ahora, por la formula de Moivre. se sabe que

e (eos a+1 sen a)u= cos n ¢z+1 sen n a
por consiguiente
1"0 —(eos 360°—1 sen 360°)"
=Cc0S co X3bofH+1 sen co X3N°°

= 1+0=1
En cuanto al otro valor 0° podemos escribir
0°= {m—mvr 1= UMTMU _,

y asi el unico valor es 1.
por el dltimo valor co°, podemos hacer

g :\(o!/): Z(L)J I

Para concluir, nos permitimos indicar gue no se de-
be decir de un modo absoluto que, por ejemplo, 1, es
un valor Iindeterminado, ya que hemos probado lo con-
trario; solamente de un modo relativo, en algunos casos,
puede la forma iIndicada adquirir otros valores diferen-
tes de la unidad, como vamos a indicar inmediatamente.

Sea la expresion Uv, en la cual

lim. U=1; lim. V=co

para un valor x—a.
Tenemos
Pongamos

_ _ 1 /UHN
Uv=(I1+u—1)v= (t+ u—1
Ahora, para x-~a, 1ll—1 tiende hacia cero;

(1+11—1) tienle por limite € ; puesto que se sabe

lim. (i1+a)"=e, cuando lim. a—o, luego UT tiene

por limite
e (3
sienda (3 el limite de
(u—1) v
gue alcanza a la lorma

oX™"
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De*esta manera, se podria encontrar el limite de

y: [tg _ Sen X
para Xzro, limite que es
y=¢?2
Ademas podriamos también escribir
m
0] -
D o %

y se ve que el exponente es una forma indeterminada.

Lo mismo podriamos decir de los dos otros simbo-
los de discusidon gque son o0°, co0°



