Teorfa e las Ecuaciones

Como se sabe, se llama ecuacién algébrica con coe-
ficientes reales, la que resulta cuando se iguala a cero
un polinomio entero con coeficientes constantes.

La forma méas general de una ecuacién algébrica
de grado m es

AmX!I'-j- A™M- X""—4-j- A2 X" —=-]- - A, X - A0-0O;
Am, Am-,...... Aj, AQ designan coeficientes constantes.

Asi por ejemplo, la ecuacion
X< - 5X3+ 4XS+ X —1= o0

es una ecuacion algébrica del 4? grado.

Si dos numeros a, fi, se substituyen a X en una
ecuaciéon algébrica, dando resultados de signos contra-
rios, esta ecuacion tiene, por lo menos, una raiz real
comprendida entre ay fi.

En efecto, cuando x varia de una manera conti-
nua desde x~a hasta x=/3, el primer miembro de la
ecuacion, variara de la misma manera, pasando de un
valor positivo a un negativo y viceversa, es decir cam-
biando de signo y encontrando el valor cero.

Si se considera un sistema de ejes rectangulares,
al pasar de un valor positivo a un negativo, la curva
corta al eje de abcisas; por consiguiente, hay una raiz,
desde luego que
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Yzzo

en la ecuacion
Y=F (X)

gue representa la curva correspondiente a la ecuacion
propuesta.

D’Alembert ha establecido este postulado:

~ Toda ecuacion algébrica, tiene por lo menos, una
raiz.

Algunos autores han considera !o este postulado
como teorema y han presentado, por lo mismo, demos-
traciones exactas, pero largas y cansadas. Es claro
gue, como en todo postulado, las demostraciones resul-
tan dificiles, desde luego que se trata de demostrar una
cosa evidente. Nosotros consideraremos esta propie-
dad, como un postulado y no un teorema, desde luego
que, de las mismas definiciones de ecuacion y de raiz,
se desprende la claridad y evidencia de dicho enun-
ciado.

Esto supuesto, consideremos el propio teorema de
D Allembert que dice

Una ecuacién algébrica de grado m, tiene un nli-
mers de raices iguates a m.
En efecto, sea
f(x) —o

una ecuacion de grado m.
Como toda ecuacion tiene por lo menos una raiz,
se puede escribir

f(x)=x—a)P (¥

siendo a la raiz.
~Ahora P, (x) es del grado m — i, y por la misma
razon
Pi (X) — (X — b) P2(x)
P*(x) = (x—¢) P, (x)

Pm-i (X) — (X — 1) Pm(x)
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Multiplicando ordenadamente estas iguaMades, re-
sulta

f(xX) —(x—a (x—Db) (x —c)--- x —1) PUX)

Las raices pueden ser, en parte reales y en parte,
imaginarias. Se puede también presentar una raiz con
repeticion; entonces se dice que la raiz es multiple de
la ecuacion.

Si a se presenta un numero de veces igual a a, se
dice que a es una raiz de la ecuaciéon con con orden de
multiplicidad a.

En este caso

f(x) = o
serd divisible por

x—a) (x—a (x —a)-—-
0 sea por
(x —a)a

Asi, si hay una ecuaciéon de orden m con raices
reales y ademas:

a con orden de multiplicidad a
b con orden de multiplicidad i3
c con orden de multiplicidad y!

1 con orden de multiplicidad 2.
tendremos

f(x)=K (x - a“(x- Db)E(X - ¢)y....(x—1*"

siendo K un coeficiente constante y con la condicién

Cuando en la ecuacién algébrica, se encuentran al-
gunas raices imaginarias, se establece el teorema si-
guiente:

Si

f(x) = o
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admite la rais imaginaria
a--bi
la ecuacion admitira también como raiz, la cantidad
conjugada
a—»bi
Consideremos f (x) como del grada?« y escribamos
f(X) rr 2 Amxm
Si a-\-bi es raiz de f (xX) — o, debemos tener
2 A, (a-fb)" = o
Ahora si
an peos W
b= psenw

tendremos

2 Ampm(eos mw -j- isen m w) =
las parles reales

(6]

Haciendo el célculo, se separan

de las imaginarias.y se tiene
0 (1)
(2)

2 Ampmeos mw =
i 2 Ampmsen mw = 0

Si se reemplaza x por a — bi, se escribira

y se tendra siempre
2 Amphleos (— mw)-fj sen (— m\v)J
— 2 Ampm(eos mw — i sen mw)

porque se ha cambiado el signo del argumento.
Asimismo, separando la parte real de la imaginaria™

se tiene



- 123 —
£ Amxm= 2 Am[pineos mw — i g>sen mw]

Pero hemos demostrado que (i) y (2) son iguales
a cero, luego a — bi es también raiz de la ecuacion..

Si una ecuacion admite la raiz a-f-jii con orden de
multiplicidadp, admitira a—/3i con el mismo orden.

Sea la ecuacion

f(x)= o

del grado m.

Por hipétesis f (x) es divisible por

[x — (a +/?1)]p

Segun la propiedad anterior, f (x) es también divi-
sible por la cantidad conjugada

x — (a —/9)
correspondiente a la raiz imaginaria conjugada
«+j8;
Por lo tanto, f (x) es divisible por el producto
(x — a -f/Si) (x —a—/9)
es decir por la cantidad real
(x —a)y-f B*

Asi el cociente de f (x), real, por esta cantidad
real, serd también real. Designemos por ft (x) este co-
ciente y tendremos

f(x)

f, (X) = =mmmmmmmememe e —
(x—a-fgh) (x—a—fii)

Pero por la dicha hipotesis f (x) era divisible por
(x —a — /Si)p

por consiguiente, fi (x) sera divisible por
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x—a—/B)pi
y asi en adelante.

Una ecuacion/ (x) de grado m, puede descompo-
nerse en un producto defactores en x delprimero y se-
gundo grado.

Sea la ecuacion

f(x)= o
con las raices

a con orden de multiplicidad a
= »> i» i} a

Cc > > > n Yy

siendo a, b, ¢, reales.
Sean las raices imaginarias:

M 4- Ni; M — Ni con multiplicidad n
r*+ Q> 15 — Qi con multiplicidad p

Debemos tener tantos factores como el nUmero m
gue corresponde al grado; es decir

a+0+H 4TI+ 7t+p+p+- ---nM

Segun lo visto, tenemos

f(x)=2 AmMxmS Arm(x —a)a(x—b)"___

[X—(M +N ilj*x—(M—Ni] 7L. . . .

En el dltimo miembro, resultard un polinomio de
grado m\ si se comparan los coeficientes de x, se ve
que en el miembro dicho el coeficiente seria i. Para
la identificacién se necesita que se multiplique por Am
Ademas, en el segundo miembro, los factores del se-
gundo grado se obtienen haciendo la multiplicacion de
las raices imaginarias.
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Luego f (x) se ha descompuesto en factores del
primero y segundo grado y asi se escribe siempre

A«i xm-p Am—xxni—1 -f-.... -p Aix+Ao

= An(x-a)a(x-b)™.... (x*+px+q)’'t(x*+rx+s)P

Entremos a estudiar ahora la relacion que existe
entre los coeficientes y las raices de una ecuacion algé-
brica. Como ya se tiene

f(X) ~ AmM(x —a) X —b) (X —C)eerrnneee x—1
segun la teoria de las combinaciones

(x+a) (x+b) (x+c)__ (x-fl)=xmr xm ,2a-fxm t2ab

4-xm3Pabc+_  + abe-—- 1
resultard entonces que
AXmpAix'-+4 AX'n 4-———-fAm-ix-fAm=o0
puede escribirse
A, (x—a) (x—b) (x—c¢)---—-- (x—D=:0

Por consiguiente

A,

------ zz—(@-fb-fc+.---+1) — 2 a
A0

A,

...... —ab {-ac -pad -p......— 2 ab

Ao
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A,

AO: — (abe -j- abd -f- ) = —2 abe
Ai»

------ = + abe_ I

A,

Asi por ejemplo, si se tiene la ecuacion del tercer

grado
3Xx3— i5x* + 2x — 45 = o

sus tres raices a, b, c, satisfacen a las relaciones

*5 9 45
a+b-f-c = —; ab-fac+tbc = —; abe zz —

2 3 3

Teorema d¢ Rolle—Dos raices reales consecutivas a,
b, de una ecuacién

f(x)-0

comprenden, porlo ?nenos, ‘una raiz real de la ecuacion
derivada
f'xX)= o

Si se supone que * varia desde a hasta b, la fun-
cion f (x) parte de cero para llegar al mismo cero y co-
mo esta funcién es continua, empieza por aumentar pa-
ra disminuir en seguida o inversamente. Entonces
{* (X) cambia de signo y tiene necesariamente que pa-
sar por cero, es decir, se anula para un valor de ~ in-
termedio entre a y h.

Asi por ejemplo, sea la ecuacion

x*—6x+8= 0= f(x)

cuyas raices reales sona= 2, b = 4
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Se tiene
(" (x)= o= 2X—6

y se ve que
X= 3

que es un valor intermedio entre 2y 4.

Con estos antecedentes, vamos a separar las raices
reales de una ecuacion algébrica.

La funcién f (x) pudiendo sufrir entre a y b alter-
nativas de incremento y de disminucién, resulta que la
derivada puede anularse muchas veces en el intervalo;
se encuentran entonces muchas raices de la ecuacion
derivada comprendidas entre dos raices consecutivas de
la ecuacion propuesta.

Luego, dos raices consecutivas a', 0, de la ecua-
cion derivada pueden no comprender ninguna raiz de
la ecuacién propuesta; pero dichas raices no compren-
den jamés mas de una raiz. En efecto, si en el inter-
valo a'b‘ se encontraban muchas raiees de la ecuacién
propuesta, tomando dos consecutivas a, b de estas rai-
ces, se tendria en la ecuacion f (x) = o, dos raices con-
secutivas que no comprenden ninguna raiz de la ecua-
cion derivada, lo que es inadmisible.

Resulta de ésto que, si se sabe encontrar las raices
de la ecuacion derivada, se podra saber el namero de
raices reales de la ecuacion propuesta.

Designemos por a', b', ¢c'___ las raices reales de
la ecuacion derivada ordenadas segun su magnitud;
reemplacemos sucesivamente x en f (x) cr o, por

Si los resultados de dos substituciones consecuti-
vas son de signos contrarios, hay en el intervalo corres-
pondiente una raiz de la ecuacion y una sola.

Si los resultados son del mismo signo, no hay en el
intervalo ninguna raiz de la misma ecuacion, puesto que
no puede haber méas de una.

En resumen, ya se sabe que el cambio de signo es



sefial de la existencia de tina raiz real de la ecuacidn
f (x) = o. Entonces las raices de la ecuacion deriva-
da, permiten separar las raices reales de la eeuacion

propuesta.
Luego si m es el nUmero de raices reales de la

ecuacion derivada, m-f-i sera é1 de los intervalos y en-
tonces la ecuacién f(x) = o tendrd a lo mas m-j-e rai-

ces reales.
De ésto se deduce que, cziando una ecuacion tiene

todas sus raices reales, sucede lo mismo con ;a ecuacion
derivada correspondiente.

Porque considerando una ecuacion del grado m-f-i
cuyas m-f-t raices reales ordenadas en el sentido cre-
ciente, sean

a b c, ---H, k1

resulta que hay m intervalos, por existir m-f-i raices
reales. Entre cada grupo de dos raices, se encuentra
una raiz de la ecuaciéon derivada y una sola.

Las m raices de la ecuacion f' (x)zr o con asi

reales-

Teorema.— Si en unpolznomio se da a x, valores ca-
da vez mas grandes o valor-es cada vez mas pequefios,
este polinomio conserva el signo de iu primer término o
del daltimo respectivamente.

i” Sea el polinomio
Agr-f-Alx™-'-fA x"—*-1- . ... -FFAIX+.Am
qgue pfiede escribirse
Aj Aj Am-,  Am
XmMA,-f—+ —+ .- .+ —— + - )
X X x"'-1 X

Si x aumenta indefinidamente, los términos que
contienen x como denominador, tienden hacia cero, por
consiguiente la expresiéon entre paréntisis se aproxima
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indefinidamente del limite AOy acaba por tomar el mis-
mo signo que este coeficiente.

Su producto por x,n es decir el polinomio mismo,
toma entonces el signo de A»xm

2? Sea el polinomio

Afxmr A xmt+ A ixm—f _ fFAnxma
— xmn (NoXI_(_AlXn 1d-AlXn,-t-. - . .-j-A,)

Si x disminuye indefinidamente, la expresion entre
paréntesis tiene por limite A n y concluye por tomar el
signo de su coeficiente. Su producto por xmues decir
el polinomio propuesto es del signo de Arnxm n

De lo cual deducimos:

i? Una ecuacion algébrica, de grado impar, con
coeficientes reales tiene al menos una raiz real de signo
contrario a su ultimo término, porque el primer miem-
bro toma los valores f- co y — @ cuando

Xr im yX — (0]

20 Una ecuacion algébrica, de grado par, con coe-
ficientes reales, cuyo dltimo término es negativo, tiene
por lo menos dos raices reales, porque

foyl¢ o
son de signos contrarios, lo mismo que

f©yf(— o)

Meiodo 0 Descartes— segan este método, basta ver
una ecuacién algébrica, par sefialar un limite superior
del numero de raices positivas y negativas que dicha
ecuacion puede tener.

Cuando dos términos consecutivos de una ecuacién
son de signos contrarios, se dice que presentan una
variaciéon de signo; cuando tiene el mismo signo, se di-
ce que presentan unapermanencia.
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En la ecuacion
-fx5—3x4—2x3f-x*F-7x—8= o0
p

presenta tres variaciones y dos permanencias.

Las variaciones, lo mismo que las permanencias,
cambian, cambiando x en — x. Efectivamente, tene-
mos:

— x5—3X4-(- 2x3f- x* —jx — 8—o0

y vemos que hay dos variaciones y dos permanencias.

Vamos a demostrar que el namero de variaciones,
corresponde al nimero de raices positivas y con este
objeto, se considera el teorema siguiente:

Una ecuacién algébricaf (x) — o, cuyo primer
miembro es tinafunciéon racionaly entera en X, nopue-
de tener mas raices positivas, sino ionio el namnro de
variaciones de signos existen entre sus coeficientes.

La misma ecuacion no puede tener mas raices ne-
gativas, sino como el -nimero de variaciones de signos
existen en los signos de sus coeficientes, cuando se cam-
bia x en—x.

Asi, en el ejemplo propuesto, no hay mas de tres
raices positivas y dos raices negativas.

i? Raices positivas.—Propongdmosnos demostrar el
teorema en el sentido de que, si es admisible para una
ecuacion del grado m — i, sera verdadero para una
ecuacion de grado m.

Sea la ecuacién
f(X)= XA, X1 L-A2X">-1j-. . . . F-A>XmpfAm= 0

Designemos por V el numero de variaciones de su
primer miembro ypu pi.......... / k las raices positivas en
numero k y ordenadas segun su magnitud.



Se va a probar que se tiene
v > Kk

En efecto, consideremos la derivada de la ecuacion
propuesta

f'm (x)zmx"-"+(m-1)Aix™-*+_  +(m—p)APKxmi*-»

cuyos términos tienen el mismo signo que f (x), habien-
do desaparecido el ultimo término. Entonces esta Ul-
tima ecuacién, tendrd el mismo ndmero V de variacio-
nes o un namero V — i, menor de una uni lad, segun
que los términos Apxm>\ A™ formardn o no una varia-
cion que bien ha podido desaparecer.

Supongamos los términos Ai>xmg Am, del mismo
signo.

La derivada f/ (x) tiene entonces el mismo namero
de variaciones que f (x); vamos a ver que tiene también
k raices positivas, por lo menos.

Se sabe que las raices positivas de la ecua i6n
propuesta siendo pr j2.... pk la derivada tiene una
por lo menos, entre pi y p2 otra entre p, Yy p3 etc.,
otra entre pk, y pt, es decir, kK — i raices positivas.
Ademas, hay otra raiz comprendida entre o ypv lo cual
completa el numero k = Sustituyamos en el primer
miembro de P (x) los dos numeros h,/, — k\ por la
substitucion del mas pequefio h, {' (x) tomara el signo
del término que contiene h con el menor exponente, es
decir el signo de A,..

Por la substitucion de p\ — h,px siendo la raiz,
f' (x) tomara un signo contrario al de f (x). Enton
ceslaecuacionpropuesta.no teniendo ninguna raiz en-
tre oy pv ni por consiguiente, entre oy px— h, f (0) y
f(pj— h) son del mismo signo, Asi f(0) = Am
f (p! — h) es del signo 9ue Am por consiguiente del
mismo signo que AP, luego ' (p, — h) es del signo con,
trario al de AP. Pues, como hemos visto, f' (h) es del
mismo signo que AP, f (pi — h) y f' (h) son de signos
diferentes y en fin la ecuacion f' (x) zz o admite una
raiz positiva comprendida entre /i y px— h, o lo que es
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lo mismo, entre oy Esta raiz unida a las k — i
otras, dan k raices positivas. Pero la ecuacion f'(x)—o,
siendo del grado m — i, la regla de Descartes se apii

ca y entonces el nimero de variaciones V no puede ser
menor de k y se tiene

V > k

Supongamos ahora que los términos Apxmr y An
sean de signos contrarios; la derivada f' (x) no tendra
sino V — i variaciones, puesto que Amdesaparece. En-
tonces hay k — i raices positivas a saber: una compren-
dida entre pi y pj, otra entre p2 y p3 etc., otra entre
Pk-i Y Pk>Y cO[n° grado esel m — r, se tiene

V—i> k—i
V> kK

2? Raices negativas —Si en la ecuacion f (x) — o
se reemplaza x por — X, se obtiene una nueva ecuacion

f(—x)—o

en la cual los términos de grado par conservan su sig-
no, mientras que los de grado impar, cambian. Las
raices de la ecuacion transformada son evidentemente
iguales y de signos contrarios a las de la ecuacion pro
puesta, puesto que, si x =2 a, satisface a la ecuacion
f (xX) — o yse tendra

f(a) — o
lo que puede escribirse

fl—(=a)]=o0

por consiguiente, — a es raiz de la ecuacion en la cual
se cambia x en —x.

Las raices negativas de la ecuacién propuesta, se-
ran del mismo namero de las raices positivas de la ecua-
cion transformada y por consiguiente, el nUmero de va-



riaciones de ésta es un limite superior del numero de
raices negativas de aquella.

Si aplicando las reglas precedentes, se encuentra
que el numero de raices positivas de una ecuacion de
grado no puede pasar de V y que el niumero de rai-
ces negativas, no puede pasar de V y si ademas se tiene

V-fV' - m

se concluird evidentemente que la ecuacion no tiene to-
das sus raices reales, sino que habra algunas raices
imaginarias.

Asi por ejemplo, en la ecuacion

X8-j-5X5+2X — i zzo0

no hay sino una variacion, luego no habrd mas de una
raiz positiva. Cambiando a en — se encuentra

X§— 5X3 = 2X— 1 — 0
\Y,

y también no hay sino una variacion, luego no habra
més de una raiz negativa. Entonces no hay mas de
dos raices y las seis restantes, por lo menos, seran ima-
ginarias

Es conveniente, al tratarse de ecuaciones numeéri-
cas, poder reconocer si la ecuacién propuesta tiene rai-
ces iguales, puesto que, cuando ésto sucede, se puede
descomponer la ecuacion en otras de grado menor que
no admiten raices desiguales y el problema se facilita

De una manera general, se dice que una ecuacion
f(x) = 0, admite n veces la raiz a, cuando f (x) es di-
visible, como antes hemos dicho, por (x —a)n

En este caso, se establece la propiedad siguiente:
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Para que un nimero a sea n veces raiz de una
ecuacion algébrica f (x) = o, es necesario y suficiente
que, puesto en vez de x, anule elpolinomio y sus n — i
primeras derivadas.

Reemplazando x por a -f- (x — a),
se puede escribir

fO)= fla+ (x —2a)

Aplicando la serie de Taylor, se tiene
f(x)=f(a)-f(x—a)fl(a)+ - {" (@ +

(x—aY
B f() @+ —
n!

Si a anula f (a), f (a),----- , 1 (") (a),

los términos que quedan en el segundo miembro, con-
tendran (x — a)n de suerte que f (x) es divisible por
(x — a)n es decir que f (x) admitird la raiz« con orden
de multiplicidad n, como ya se ha visto de otra manera.

Para demostrar que la condicibn es necesaria, Su-
pongamos que f (x) siendo divisible por (x—a)n y
f(p (x) siendo la primera de las derivadas de f (x) que
no se anula por x=a, se tenga p n, entonces se
tendra

f (x) ) f(p)(a)1 fiCH1)(a)

(x-a)p  pl (p-H)!

(x —a) + -—--

igualdad que resulta imposible, desde luego que la ene-
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sima derivada conteniendo por hip6tesis (x — a)“ como
factor, y n siendo mayor quep, el primer miembro se
anula cuando x = ay el segundo toma el valor

f(p @

Pl

que es diferente de cero. Entonces p> ny la condi-
cion enunciada, es necesaria y suficiente.
De lo cual se despren le:

Para que un nimero a sea n veces raiz de una
ecuacion f (x) = o, es necesarioy suficiente que, puesto
en lugar de x, anule el polinomio f (x) y que sea ade-
mas n — i veces raiz de la ecuaeion derivada

f*(x)= o
Tenemos ya

f@= 0P@ = 0ncnf (™% (@) = 0

Pues, las n — i Ultimas ecuaciones, expresan que
a es raiz de la ecuacion f (x) —o y de sus n — 2 pri-
meras derivadas y por consiguiente, qued es n — 1 ve-
ces raiz de la ecuacion: P(x) —o.

Segun ésto, si se tiene

f(x) zr(x — a)n(x — b)I (x —c)

se tendra también
f(X)=(x—a)n'(x —b)p*(x —c)k1_

Luego el polinomio f (x) y su derivada P (x) admi-
tirdn los factores comunes (x — a)“1 (X —b)p .........
Ademads, no podran admitir otros, puesto que si el fac-
tor x — | aparecia a la vez en f(x) y f (x), correspon-
deria a una raiz doble de la ecuacion f(x) = o.

Entonces de una manera general, el maximo co-
mun divisor de f(x) y P (x) es formado de todos los



factores primos del primer grado que corresponden a
las raices maultiples de la ecuacion f (x) zz o, cada fac-
tor primo ejerciendo en dicho méaximo comun divisor
con un exponente inferior de una unidad al orden de
multiplicidad de la raiz que representa.

Para reconocer si una ecuacion f(x)zzo, tiene
raices iguales, se buseard el m. ¢ d, de f (x)y f (x).
Si éste no existe, la ecuacién no admitird raices igua-
les. Si existe, las raices simples de este m. c. d. igua-
lado a cero serén raices dobles de la ecuaciéon propues-
ta; sus raices dobles seran triples de esta misma ecua-
cion, etc.

La investigacion del m. c. d. entre dos polinomios,
se opera como para los nimeros enteros, dividiendo el
polinomio de grado mas alto por el segundo polinomio,
éste ultimo por el primer residuo, el primer residuo por
el segundo residuo y asi en adelante.

Transformacion de 185 ecuaciones—Tiene por objeto de-

ducir de una ecuacién dada, otra cuyas raices tengan
con las de la primera, una relaciéon conocida. Con este
fin, consideremos los dos ejemplos siguientes:

i? Aumentar odisminuir las raices de una ecua-
ciéon de una misma cantidad h.

Tratemos de reducir las raices y si x representa

una raiz cualquiera de la ecuacion propuesta, y la raiz
correspondiente de la ecuacién buscada, se tendra

yz Xx—h
X=y+h

Es necesario reemplazar x pory -j-Jiysi f(x) zz o
representa la ecuacion dada, la transformada eny sera
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f(h+ y)y=t(h)yf yf (h) + Xf'(h)+
2!

gm0
Por ejemplo, la ecuacion
2X'—7x3—8x2+ 5 x —izrozzf (x)
llega a ser, cuando se disminuye todas las raices de 3,
2y*+17y'-h3 7y*—16y—85=0

2? Multiplicar por una cantidad cualquiera h
las raices de una ecuacion.

f(x)=0

Tendremos asimismo
y = hx
~ h

Bastara pues, en la ecuacion

AoXm|-A x"—=*p....-f-JArn=0

y

substituir x por —.
h

Entonces

A, - pAl---—--- p ---.-pAm —o0;
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Aoym-f- Al nymH+— 2 AM hm= 0,

Limiles de [as raices—se nama timite superior de las
raices positivas o negativas, de una ecuacion algébrica,
todo nimero mayor que la mayor de las raices y limite
inferior, todo nimero menor que la méas pequefa de
las raices de la ecuacion algébrica. Para conocer estos
limites, se conocen las reglas siguientes:

i? Regla de Lagrange—Si en una ecuacion al-
gébrica de grado m

xn-{-AIXm H-AXm»d- . . . .- AmHX-FAm=0

el valor absoluto del mayor coeficiente negativo es N
y si n es la diferencia entre el grado de la ecuacion y
el del primer término negativo,

i + VN>

es un limite superior de las raices positivas.

Sea f (x) el primer miembro de la ecuacion y pues-
to que N es el.-mayor . coeficiente. negativo, se puede
escribir

f(x) > Xn—NXmnFX-nl+ . - .-f-X-fl)

Como tenemos una progresién, se escribird la su-
ma asi

Xm-n-fl-1
f(xX) > x»-N --mmmmmmo :
X — i
X" (X — i)—Nxm nj-,-f-N
f(X)> —mmmmmmmm e
X - I

luego a fortiori
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Xm (x — i) —Nxm-n+"’
f(x)>

X— 1
Ahora f (x) sera positiva, si se tiene a la vez
x> i; xmx-i)-Nxm —=+'> o
Entonces la segunda desigualdad, se hace

X"-1(x — i) — N > o

x> i-f-VN

Se ve que el segundo miembro es un limite supe-
rior de las raices positivas y si N > i, N + i serd con
mayor razon dicho limite superior.

2? Regla de Newton—Todo ndmero que vuelve
positivo el primer miembro de una ecuacion algébrica y
todas sus derivadas, es un limite superior de las raices
positivas.

Sea a un numero que vuelve positivo el polinomio
f (X) y todas sus derivadas, h una cantidad positiva; se-
gun la serie de Taylor, se tiene:

h (3 hn
f(«+h)=f («)+—Ff(a)+-f»+ . - —f("M(a)+
il 2! n!

Si f(), f (a),__ son positivas, lo mismo que h,
f [a + h) sera también, cualesquiera que sea el valor de
h\ entonces a es un limite superior de las raices posi-
tivas.

Aclaremos estos particulares con un ejemplo.

Sea la ecuacion

x5+ 7 x4— i2x3— 49x8+5 2x— 13 - o.

Por la regla de Lagrange, se tiene



— 140 —

N =49 nr 2
luego

1 + VN = 1+ V49 = 8
asi 8 es un limite superior de las raices positivas.
Conforme a la régla de Newton, se tiene
f (X)zzx5+ 7 X 4—1 2x*—49x»+ 52x—13
f (X"NsXN-"ASx'—30x2—98X+52
1

— ' (x)m ox’-f-42x1—36X—49
21

—f"(x)—iox'-f28x—12
3!

- fFIT(X)—5x+7
4l

—fv (x)=i
* 5l
Se ve que, todo namero positivo vuelve fy (x)
positiva; an méas el numero 1 vuelve positiva f*'(x); el
namero 2 vuelve positiva fv (x) y f (x); por fin, el nua-

mero 3 que vuelve positiva f (x) y todas sus derivadas,
es un limite superior de las raices positivas.

Para obtener un limite inferior de las raices positi-
vas de una ecuacién se pone

1

z
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y se busca un limite superior de las raices de la ecua-
cion transformada.
Sea por ejemplo la ecuacion

x*+ 3x* H 7X+ 5= 0
La ecuacion transformada es
523 — i7z00+ 3Z+ i —o

El nimero 4 siendo un limite superior de las raices
1
positivas de esta Gltima ecuacién, — es un limite infe-

s

d
rior de las raices de la ecuacién primera.
En cuanto a las raices negativas, para obtener es-
tos limjtes, se pone x = — z y se buscan los limites de
la ecuaciéon transformada.

Se investigan también las raices comensurables de
una ecuacion, de la manera siguiente:
Sea

X* ;- Px* + QxJ+ Rx + S= 0 <

la ecuacion propuesta.
Si la raiz de esta ecuacién es a, se tendra

ad+ Pa3-fQa'+ Ra+ S = o
de donde

) S= — Ra— Qa* — Pas — a*
y asi

—= — R —Qa—Pa* —a»
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S

y entonces — debe ser un numero entero,
a

De lo anterior, sacamos

—+ R= —Qa—IV - a3
a

Hagamos
— + R = R’

y resulta
— Qa - Pa* - a3

S
1

— O —Pa —a?

Ri
y también — debe ser UNn ndmero entero,
a

Si asimismo se hace

£40=(

tendremos

a

y — debe ser también numero entero,
a

Si se sigue haciendo cosa igual, resultara poF fin
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a

El ndmero a es entonces raiz, siempre que satisfa-
ga a las condiciones siguientes:

S
J+R=PR

- +Q: Q|
Oi

- +f P P,
a

P,

----- t-i=o
a

Luego es necesario: i?  Dividir el altimo término
por el divisor a y afiadir al cuociente el coeficiente del
término afectado de x; 20 Divi fir esta suma por el di-
visor a y afiadir al cuociente el coeficiente del término
afectado de x2, 3? Dividir esta suma por el divisor a
y afadir al cuociente el coeficiente del término afeccado
de x* 4? Dividir esta suma por a y afadir al cuocien-
te la unidad o el coeficiente del término afectado de x*.

El resultado debera ser igual a cero si a es la raiz.

Como aplicacién, tomemos la ecuacion siguiente:
X* —9X3 f- 256xs — 20X -f 15= 0o
El cuadro de célculos, se hace asi:
+ 15+5 +3 +1-1-3 -5 =15
f1 43 +5 -h15-1H-5 -3 —1
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-17 -15 -5 '21
5 — 5 +35
+iS  -jr1$ _s5g

Todos los divisores del ultimo término 15, estan
colocados por orden de magnitud, ya con el signo -f-,
ya con el —, en una misma linea que es la de los divi-
sores de a.

La segunda linea contiene los cuocientes de 15 di
vidido sucesivamente por todos estos- divisores. Es la
S
linea de las cantidades —.
a
La tercera linea ha sido formada afiadiendo a la
anterior el coeficiente —20 que..multiplica a x y es la
linea de tas cantidades.

La. cuarta linea contiene los cuocientes de cada
namero de la precedente por el divisor que le corres-

ponde y es la linea de las. cantidades —. Se han des-
a
preciado todos los numeros no enteros.

La quinta linea resulta de los nimeros escritos en
la precedente, afiadidos a 23 que multiplica a x1y es la
linea de las cantidades O.,.

La sexta contiene los cuocientes de los numeros de
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la anterior por el rQisor gue les corresponde y encie-

rra las cantidades—.
a

La séptima comprende las sumas de los nameros
de la precedente y del cqficiente —9 que multiplica a
x* y son las cantidades— -f- P.
a

La octava se obtiene dividiendo cada uno de los
numeros de la precedente por el divisor correspondien-
P
te y es la linea de — y como se encuentra —1 en la li-
a
nea marcada con —3, se concluye que la ecuaciéon pro-
puesta no tiene sino una raiz comensurable que es —3.
Para terminar esta primera parte de la resolucion
de las ecuaciones algébricas, valiéndonos solamente del
Algebra Elemental, vamos a resolver algunas ecuacio-
nes numericas.
Sea la ecuacion completa del 4? grado,

X4 -f- ax* + px* +-exf=dr o
gue podemos escribirla

2axs
X4 H--------- (bx*-fexf4a=o0
2
o también

2ax3 a*x! arx*
X4+ R -—-l-bxs-fex -f~-d= o
2 4 4

ax ax
x*H--—--) —( b) x*-fex + d= o
2 4
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ax ar
(X2 -—---- 2= (- b) xJ— ex —d
2 4

Si el segundo miembro fuera cuadrado perfecto,
la ecuacion estaria resulta; pero como no lo es, se afia-
de a los dos miembros la cantidad

y entonces el primer miembro, queda un cuadrado per-
fecto y el segundo llega a ser

a* ax
(b X' —ex—d 2 (2= y ¥
4 2
a*x’
e bx" —ex - d+ 2y x*-faxy 4 y*
4
a2
— x! (- b - 2y)4- x (ay -f c) 4-y*—d
4

ax ax
(Xl )2 2 (X" 4eoemn) y <y
2
a*
= X* (--—--- ba 2y) 4-x (ay — ¢) 4- y*—d
4

gue equivale a



— 147 —

ax a*
[(*—=)+ y]' = X* (== b+2y)+x(ay—c)+y*—d(i)
2 4

Veamos las condiciones dejy, para que el segundo
miembro, sea un cuadrado perfecto.

Si en (i) hacemos porlo pronto, nulo el segundo
miembro, tendremos

—(ay - ¢) £ | (ay—c¢)*=4(4 —b+2y)(y'—d)

X — e ——————————
2
Entonces, para la condicién buscada, se necesita
que
a*
@ —c2 —4 (—b+ 2y) (y2—d) = o
4

de lo cual resulta una ecuacion del tercer grado en y
que es

8y3—4by2+ y (2ac — 8d) -|- 4bd + a2d — ¢t —o
y para entender mejor el asunto, aclaremos con un
ejemplo.
Sea la ecuacion
Xx4— 2x3— 6x + 3 = 0

gue podemos escribirla

4x2 4x2
X4— 2X3 4 +3 —6x= 0
4 4

de donde resulta

(X2— x)2= x» -f- 6x — 3



Designando por y una cantidad indeterminada y
aplicando lo visto tenemos

( —X)*+2(x*—x)y+y*= 2(X'—x)y+y*+x*+6x-3 (1)
Ahora, el segundo miembro es
xX*Q2y + i)+ x (6- 2y)+ y*- 3

que igualado a cero, se tiene

2 (2y + 1)
La cantidad subradical, siendo nula, se tiene
6_ - 4yt 1)lr—s)=0
es decir
36 - 24y + 4y*- (8y + 4) (y*- 3) = 0
36 — 24y + 4y* — 8ys+ 24y —4Ay* + 12 = 0O
8y3— 48 — 0
y*= 6
y =r
Entonces la ecuacion (1) llega a ser
(x>—X+7"6]"= 20¢—X)# T+ (Z/T)e+x*+6x—3
es decir

6—2y 6—2~—
(X-X+RZ 6 )= [X#—oeeee] = [ e

a(2y+i) 2(24/6+1)
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6—2"/1“
X*—X+NA(T= Xejrmmmmmmmm =
4A/T+2
6 2
- 2X+ w C 0
4% 6 +2

que es una ecuacion del 2? grado.
Con una ecuacion completa del tercer grado

X3+ ax*+ bx+ c= o0

se puede hacer

y entonces la ecuacion propuesta se transforma en

a'y a 2a*y a4 ab
y'_ay*-|------------ +y*x + bby bc—°
3 27 3 9 3
a» 2a* ab a* al
yi+ y (z-——5- + b) + ¢ - R = °
3 3 3 9 27
Si se llama
a* 2as ab — a
A — EO ST —
3 3 3
ab a4 a3
B =z¢c---- e = 27c + 3a4— a* — pab
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se tiene

yJ+ Ay-fB=o

que es la ecuacion de Cardan, sumamente conocida.
Si en la ecuacién

XxX\+ ax*+ bx + ¢c—o

a*
se uiera el caso en el cual b ——, tendriamos entonces

muy facilmente:
a*
X3-j- ax2x---x + cz0;

Si a la ecuacién

X3+ ax* d----- X+ c=o0



se le aflade miembro a miembro
Ax5-f- Bx + C 0

para que la ecuacion resultante
x3+ (A + a) x* + (—-- bB) x+ C+ crzo

tenga las mismas raices que la primera, se necesitaria
que

— a + 4/a3—27cC — B db VB* —4AC

3

y supongamos que se trate de resolver la ecuacién com-
pleta del tercer grado

xs+ atx*-f-b, x+ Ci=zo

Hagamos

Si—a A

a*

b, = -—|-b 1 (3)
3

ci= C+ ¢

Las incognitas son: A, a, B, C, cy las cantidades
conocidas ai, &, cx

Resolviendo las cuatro ecuaciones de los grupos
(2) Y (3) con cinco incognitas, se puede siempre divi-
dir una ecuacion del tercer grado en otras dos, de rai-
ces comunes y que puedan resolverse facilmente. De-
biendo dar un valor arbitrario a una de las incognitas,



— 152 —

éste se puede escoger de manera que la ecuacion (2)
resulta facil para calcularla.

1 ratemos de resolver algunas ecuaciones, cuyas
raices cumplen con ciertas condiciones.
.Sea de resolver la ecuacién
3BX3— i2xs—5X + 1 = 0

sabiendo que una de las raices es igual a la suma de las
dos otras.

Sean a, A, y estas raices.

La condicién indicada es

a~ fity (0

Pero como la suma de las raices de la ecuacion es

b
a
esta cantidad es igual a
12 1
Se tiene asi
1
«+ £+ Y= — )]

3
Sumando (1) y (2) resulta
1
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Como una de las raices es —, el primer miembro
6
de la ecuacion es divisible por

0 sea
X — i

y se tiene entonces
30x3— i2x> —5x P i = (6x — i) (6x' — x — i)

Ahora, las raices de

6x* —x — i1 =0
1 i
son — y ---—----
2 3
Por consiguiente, las raices de la ecuaci6on pro-
i i
pues, son —, —, — —
6 2 3

Resolver la ecuacién
2X3— x8— yx — 3 = 0
sabiendo que la suma de las dos raices es igual a la
unidad
De las relaciones

a+ =1

b 1
a+ 3+ y = —
a 2



— 154 —

se deduce que------ es raiz de la ecuacion.

Hemos visto detenidamente, que con los métodos
estudiados, las resoluciones de las ecuaciones, resultan
largas y algo dificiles y es mejor, como vamos a ver,
limitar las raices, por el métedo de Descartes y resolver
la ecuacion por los métodos de aproximacion que va-
mos a estudiar de una manera en lo posible completa.

La ecuacion del tercer grado

x» f-ax* + bx+ c=o0

puede ser considerada como el resultado de la elimina-
cion dey entre la ecuacion de la pardbola P. (fig. i)

y = X2
y lade la hipérbola H
Xy + ay -f bx f~c= o0

Construyendo a una misma escala las dos curvas
representadas por estas ecuaciones, las abcisas de sus
puntos comunes M, serdn las raices de la ecuacion pro-
puesta.

Cuando es comodo, se puede substituir la hipérbo-
la por un circulo, para que se facilite el célculo y asi-
mismo, puede también resolverse una ecuacién de gra-
do mayor. Pero dejandonos de ésto, vamos a dar un
método mas facil de aproximacion.

Sea la ecuacion completa del tercer grado

X3+ x»—¢ix -fi= y= o
Hagamos sucesivamente

X=» —3;Xx= —2;Xx = — i; x—( x=zi; x=z2; x=3



Ftg.l
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tendremos entonces
>——8;y=3; y=4; y:|, y=o0; y=7; y=28

Construyendo la curva dada por estos puntos (fig.
2), vemos primeramente que, cuando y — o, x = i, lue-
go una de las raices es i.

Para encontrar otra, unamos los puntos P, y P,y
consideremos la ecuacion déla recta que pasa por estos
dos puntos

X — X, y —Y,

y como X*—Xi yk yl

X,=- 23y =a;x2=—3y=—38

tendremos

— iix —22 — —y + 3
— 1IX= 2—-3—- —y
Pero como en el punto A, y = o, resulta

— 1ix — 25X= 0

gue es el valor aproximado de la otra raiz.
Para conocer el valor del error, sustituyanlos
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X= — 2,27
en la ecuacion
X3+ x*—3y+ i —o

y tendremos que no resulta cero.
Pero si hacemos 1 . ¥k R\

X —— 2,2795

se nota que el error es solamente en la tercera cifra de-
cimal y asi vemos que ya el dicho error no es sino mas
0 menos, del 1 por ciento, es decir que se tiene una
aproximacion del 99 por ciento.

Sea ahora, la ecuacion del cuarto grado

X<+ Xs—3X*—x+ 1= 0=y

Para
X = —3 tendremos y = 31
X = —2 y =—1
x N -l y=—1
X = 0 y = 1
X = 1 y=—1
X = 2 y = 11
X = 3 y = 19

y haciendo una construccién anéloga a la anterior, re-
sultard la curva, (fig. 3), que nos permitir4 encontrar el
valor de las raices.

Tomemos en efecto, los puntos Pxy P2 la ecuacién
de la recta que pasa por éstos, se da, como se sabe, por

o y—p
Xt —— Xi y*_y*



y sustituyendo valores, tendremos
xt+3 y=3i
— 2+ 3 —1-—-31
— 32X —96 -f 31l =y
pero como se tiene en A, y = o, resulta
— 32X — 65 =0
x= — 2,03

Para encontrar el valor de la siguiente raiz, tome-
mos los puntos P3y P«y tendremos por lo mismo

X—X3_ y—Y,
Xi— x3 y<—y3
y sustituyendo valores, resulta

X+ 1 y+ 1

o+ .1 X 1
2x + 1 =y
2X-J- 1 =0

1
X = —-———= —20,5
2

Para la siguiente raiz, tomemos los puntos P<y Psy
tendremos como antes

= — 05

Para la ultima raiz, se tomaréan los puntos Ps y P#y
se tendra de igual manera
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x = 1,083

Si se quiere encontrar la aproximacion, se susti-
tuye uno de los valores de x en la ecuacion y haciendo
iguales tanteos a los del caso anterior, se vera que hay
una aproximacion del 98 por ciento y con este dato, se
pueden corregir las otras raices.

Sea por fin, la ecuacion del quinto grado

X5+ X4=X8 — 3 Fx 1= 0 -y

Tendremos para
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noo
I

()

=

1
I
o~

= 31

X = 3

X

1

o
I <

1

—

= 264

La curva correspondiente serd la de la fig. 4 a la
cual podemos aplicar el método ya indicado, encontran-
dose las raices 1; — o, 2; etc.

Se han resuelto estas Ultimas ecuaciones, de un
modo analitico; pero si se desean encontrar las raices
directamente, no hay sino que apreciar, a la escala, el
valor de la parte del eje ox, que va desde el origen de
las coordenadas al punto donde la curva corta al eje de
abeisas. Se sabe que, los segmentos situados hacia la
derecha del eje oy, son positivos; los situados a la iz-
quierda, negativos, y, cuando la curva no corta al eje
ox, las raices son imaginarias,



Valiéndonos de la Geometria Analitica, para evitar
los tanteos que hemos hablado, puede aproximarse a la
raiz verdadera, tanto como se pueda, después de dos o
tres operaciones, asi:

Sea OM z= a, la raiz exacta (fig; 5), la raiz aproxi-
mada sea OA zr a'. La ecuacién de la recta P' P" es

de lo cual resultara a',

Se traza la paralela AB al eje oy, entonces las coor-
denadas de B se encontrardn por la interseccion de la
recta AB, cuya ecuacion es

X'= a
y la ecuacion de la curva

y =100

Es decir que, la ecuacion
y=107)

dara la ordenada de B.

Asi B tendrd por coordenadas a\ y una cierta or-
denada v;j

Se trazar4 BP" cuya ecuacion se conoce Yy se de-
termina entonces la abcisa de. C, etc.,, se procedera de
igual manera, hasta que la curva se confunda con la al-
tima recta Y se tendra el valor de la raiz de un modo
mas exacto.

Con estos antecedentes, vamos a resolver el caso
de la figura 2, que representa la ecuacion

X-(-x* —3x4-1—y

Por la recta Pi P2 se encuentra la raiz aproximada



O A= —227. Tracemos, como se ha dicho, AB vy
sustituyamos el valor de la raiz en la ecuacién de la
curva, se encuentra asi después de verificados los calcu-

los,
y = 1,27
Asi B tiene por coordenadas — 2,27; 1,27 y como
Pj (— 3> —28), la recta BPi tiene por ecuaciéon
— 227+ 3 x+ 3
127+ 8 y+ 8
0.13 X+ 3
9,27 y + 8
° 13y + 5.84 = 9.27X + 27,81
Pero en el punto C, y A o; luego
— 21,97 9>27xX
X = - 237

Trazando CD, para encontrar las coordenadas de
D, se sustituye asimismo en la ecuaciéon de la curva el
valor — 2,37 y se encuentray = 0,41; entonces

D (~ 237; 0,4)
Luego la recta DPi tiene por ecuacion
— 23T+ 3 x+3
— z .
0,41 +8 y+ 8

°.03y + 5/M = 8,4ix + 25,23

Pero en E, y = 0; luego
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XxX= —24

Este valor en la ecuacién propuesta, da

y =0,14
gue es muy inferior al encontrado anteriormente y cer-
cano de cero; de modo que, — 2,4 podria ya tomarse
como raiz.

Pero prosigamos por ultima vez; levantando en E,
una recta EpP, que no se ve en la figura, el punto F,
tendria por coordenadas — 2,4; 0.14. Luego la recta
P,F tendria por ecuacion

— 24 + 3 X + 3
0,14+ 8 y+ 8
0,6y + 4,8 = '8,14X + 24,42
En un punto G, sobre el eje ox, seriay = o, luego

4,8 = 8,14X + 24,42

' = — 241
Entonces se encuentra para y, el valor 0,04 y se
puede asegurar que la raiz — 2;4i es suficientemente
exacta.

Raeael Andra e.Rodrig.uez,
Profesor de AnalisisMatematico.



