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« Ensayo e est ewgé?bof Trigonometria

Por tratarse de una materja. reJanvamente nueva,
gaﬁ %:)Ilcacmnes van generalizandose cad? VeZ Mas,
%rogue ntar a nuestros alumnos efte
gequeno tra anadje o algunos puntos orlgma eS

uest(a pa con eto B que la materia Se pre-
sente Ul yen QSI ecara

Para a?v‘ CIO es trigonometricas circulares, las
formulas de Moivre

ik + & IX
e0s. X
en y  CK_ e Ix
21
Slendo, como Se Sabe,
VoL

es decir la unidad Ihnag Barla)S/ e |a basF de los loo-a
[1tmOS  neperianos o NIPErbolicos y que Vale



€/=2,71828 1828459045
Ahora bien, se sape 8uFaIa ecuacion de la hiperbo

3, en coordenadas rectangulares es
X* y2
b* 1

gco 0 S trat%, geﬁqa NUestro, aso, de una {\ipérbola
quilatera, se debe hacer a = B entonces se fiane

*

X~ 2

d Zz« - Iy

X2 — y2= a-
que es la ecuacion de dicha hiperbola equilatera

Tratandose de las funciones hiperbolicas, ante to-
do, se representan asl:

Eeno hiperbolico de x, SE. X

oseno. ., ., ., Ch X
angente . . th X

Ot nEente,, . coth, x
ecante. ., . secp.x
0SEC .. cosech, X

~Las funciones sh. x, ch. x, Se definen por las rela
CI0NES:

ex — e-X
1
) (1)

sh. x =

eh. x = £1+Jzl (2)

que resultan de las formuias de Moivre, cuando se cam



DIA ix en x.  Elevemos al cuadrado las formulas (1) y
(2) y restando (1) de (2), tenemos

+ e-X+ - - -
chiy —chy  GX T Bt 2BXE-X—EX— e-2x+ 2exe-1

4

Rfe— - €7 =
Y por consiguiente, se tiene la formula importante
Ch2X —Sh2X = 1
relac|onadas la formula ordinaria de [a Trigonometria
Rect] mea
COS-*X -]- Sen.X zz [

S en |2 ecuacion de la hiperbola equilatera

X2—Yy —a’
Se pone
X 77 ach. X
| —ash. X
se tlene y
aXlrx —ash*x = a7
Chsx —shX 2z 1,
jormula que la hemos éencontrado de otra manera.
Herrg § manif st ue [a formula fundamental de
la +rigonometria Mnea. es

SeN*X 4~ COS'X = 1
v S CambIamos x en ix, tenemos

sentix 4- cosAx zz 1;
pero como izz WETTy = — T 4o tjgne



4
Sen2(—X) + €082 (—X) — |
0 cual drbe escripirse
clr X —shax

V. por t0dos estos procedimientos, se Ve (iue sg puege
? ar de la una Tr 8o.nometr|a a la otra, [ntroduciendo
oamegte ?I shmbo maglnarlo; a (que el %Je no trans
XSFS&’ e 1a nhiperbola es como e sabe, urf eje Imagi-
0.

ch.x, BiC., Ig\_variable x O
Euqmon hlﬁefbo 104 )( c?n3|de-
olicas analogas a 1as funcio-

jh.

llama el ar umento d
IPET

remos Iai UNCIONes
nes circulares:

th y— N X BX — B-X

En 1as funcione(ih
s

ch. X  ex+ e-x

coth. X
Sh. X ex— e-x

Sec. N, X |
ch. X exX -f e-X X + e-X

CoSech. X

eEX — X
io qSuaebemos asi mismo, por la Trigonometria ordina
| sen (—X) = — sen X

RS (— X) = eo0s X
y se dira, por consiguiente
Sh (—X) = —9h. X



5

h(—x=chx

tgh (—X) = —1th. X
Coth g— X) = —Coth. X
eIC., elC.

En la "Trigonometria Rectilinea, se tien-
Sen X+ 3 = Sen a €0s ;i -f- €0S a Sen i3
, e0S (a -- fi) = €0S a €0S /3— Sen a Sen
Veamos las_formulas semejantes qu‘e resultan, Qara

este ga?o,.en @ Trigonometria”Hiperholica: tenemos Va
pOr efinicion
ch. x e X2 =X
sh. x exX — €e-X
|ueqo
ch. x blsh x = SXxf exmpex—eXx &z _ o7 {3
Asi mismo

. X — 8N X = €1 (4)

.Sl se ree QI Z3 snceslyamente x pgr ay /3 en [
gnmera fo!']mu 3331; multiplicando los dos resultados
ntre iy haciendo otro tanto con la (4), se tiene

(ch.cx+sh.a) (ch./3-t-sh./3)

ga~" =ch<ra+S)+sh(a+"s);



§

(ch.#—sh.a) (Chie—sh ¢(3)=q@ > "~

= N, (a+/3)—sh.(a+/3);
Sumando V restando estas dos 1ormulas, se obtiene
(s)  =2ch (atS)=(ch. atsh.Gc) (ch./3-fshifs)

£ (ch.a —sh.a) (ch. 3 —sh. [3)
Las 1ormulas (s) y (0) se hacen

al L<m</36- ch. V. ch. 3+ ch. 4 sh.%i3 + sh «ch. 3+ sh. a sh. i3

ch. U ch. 3 —ch. a sh. 3— sh. a ch 3+ sh.a sh. 3 Iﬁ

ch. a ch. 3+ sh. a sh. |
sh, [a + i3 —si\  ch. 3 -f ch. §sh. 3

X' Se Ve (JUe, compfradas estas o incvlas,con, |as otrai, N0
Iheren sSino por el signo del sequndo termino en el se-
gundo miemnro de

£0S (A + i) m
Asl, sequn los_ metodos %ue hemos empleado, todas

las formulas de | T,‘.l Onometria RFctj'.meg, Se  pueden
sacar en Ia Hiperbolica; con suma facilidad.

| Hz‘iblemos ahora, de la variacion de las funciones
hipernolicas:

Sl crece de oa -\ oo, S tlene



7
e — 1, (D
Para c-<15e tlenen los valores

g-X=— = = L= | gX=z L = — =

exX ) oX B0

de lo cual se deduce que, por ejemplo,
oh x = BXAe:X - et e

ch. X - ~ 30+Q C0
En onces sh. x (funmon mpar) crece Indefinida:
mente a + co, cuando Ju crece de — co? -
0, V, acerse con las otras fun-

| ua ma er uege
CI0Nes, conssru curvas r ectlvas La curva
ch x fUﬂCIOﬂ F eS 0 (Uue Se dMad Ia catenaria, (UE
8 una curva bien’conocida.

Asi como, Si se tiene por ejemplo
y = sen. X

X = are. sen. y,
Sh, y = X

e es I3 funglon JNVersa gel Seno h|perbo\bco 0 el argu
ento de [a funcion hipernolica y se escribe

. oy =argade X

' B X 4] m
Esta funcion se determina por [a expresion

Se encuentra
Se puede escripir




S se multiplica esta ecuacionpor ey, se tiene
o — | — 2eV—0;
A — 2Xey— 1 =0
gue es una ecuacion del 2? grado; de donde -

&, 2X+ v@)*+J = XTI M

2

E/como eTes siempre positivo, se debe tomar solamen-
e el signo  y asl

y =L (x+ vxl+ 1)
Se tiene asi mismo, partiendo de
ch.y= X y—arg. ch. X;

2
ey —2xey - 1= 0
g =Xt V Xo—1
y=L{xz VXe—1)
Por la tangente, tenemos:
thy=x y- arg th x'



¢

Y = v |_|| i_' ,

Para la cotangente, tendremos
coth.y= x y =arg. coth. X
e-fey -y N y¥/: ) _'2 |_i PA-X

¥ de 1gual manera puede hacerse respecto de arg. scchx

arg. cosech. X.

Para completar en parte esta materia, tratemos de
Pna \ez ge F&? genvada% ée dlc%as unclones niperho-
cas: Se?. . O

| y:sh.X—— __________

se tendra
y — €14-€.1 en. X

y asli. la derivada del seno es el coseno.

y = Ch, X & 'e'K'-l'- """
se tendra
| | Y — — = X
LEYD, S
yeth. x = g
se tendra o X (6 X)éhﬁ(h' X (ch. y)o
y |
ch *x —sh 2X |

ch. ch X



10 -
Y asiﬁe hara bl 35, demas funciones,

consideramos Ia funcion” Inversa
, .2 arg. SN, X
se tendra Yz 4 -
X zz N. Y ’

Y = x ch: Y Vit shy  vI1+x2
Por [a misma razon, 9

V 2z arg. CN. X

X zz C y

[
\[ x2—1
y al, en adelante, para las demas funciones

Para dc,oncluif tracépdose de.difereinciales e Inte-
grales, podemos Tormar el cliadro siguiente:



FUNCIONES DERIVADAS

y SN X
Y ZZ Ch. X

y 22 th

Y 2z COtN. X

Y 1z arg. sh. X : y

| VX2t |
C (>t \/XZ-_O

y = arg. ch. X . /
C (Xt A¥ o

V= arg. x.
LYz,

+ \/x2—1

| X

Quito, diciembre de 1924,

DIFERENCIALES

d sh, x = ch. xdx
d ch x sh xdXx
dth. x dx

ch2x
deoth, x — 9%

sh*x

dL (x + \[ X2+ 1)

ax
V' x2+ 1

d L (x+\/ )(2—1)
dx
'|'V X2 — 1

, . ix
dl'IITI—' | X

INTEGRALES

Jo xdx = sh x+C

Sshoxdx = ch x+C

dx

th. x + C
ch2x
dx coth. x + C
' sh

L (XxX+Ns>+1)+C

J igXXa—l
L (xzV**-0 + C

dx +X L ¢
|- X 8— %1 |- X

« . An«lrsi<le Rodl 11fucz-



