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Sea la ecuacion de 27 grado
ax'-f-bx-f-c —Q

Vamos a establecer la formula general gque permita obtener

la suma de dos potencias semejantes cualesquiera de las raices
de la ecuacion del 2? grado,
En efecto, Ja ecuacion

ax’'-f-bx-f-c 0.
dividiendola por a, tendremos

*», 1> , C
X*‘d X d — 0
d d

multiplicando ambos miembros por udl-- se obtiene

Xlll_l___XTM_l_I_ _ X o I’:O
d C

la ecuacion asi transformada debe ser satisfecha todavia para
A zx y para X—X"; siendo X' y X" las dos raices.



Se tiene

a [

Sumando estas dos ecuaciones y conservando en el primer
miembro solo la suma de los dos primeros terminos, tendremos;

(1) X" +x"*=— A (XY +x"""=") —- (x'B-l+x""])

Esta es la formula pedida; asi pues siendo conocidas dos su-
mas consecutivas se puede determinar la suma siguiente:

En efecto hagamos m—o, tendremos
X'u-fx
Por otra parte sabemos que

5 (T

=

Q o

Por consiguiente reemplazando ni por los valores 2 9a, slo
etc., en la (1) nos da;

X,+X" [ — Mx'+x")— P X" fX")= ~X —
b2—2ae

d

x'|’+x"s=——a(X'HX'V—(CX'+X"):——a\ a / 8":

— b8+ 3abc
a»

b/b 3+3abo\ c /lr—2ac\ b*4aba*f2a8?2
a\ a J aV a J &

Ahora designado por SQ Sr S2 S3 etc.,, las sumas de las

primeras, segundas, terceras, etc., potencias de las raices, ten-
dremos que,



en general se obtendra Smconociendo las sumas Sm-j y Sm-2
Por consiguiente conociendo las dos primeras potencias su-

cesivas se pueden calcular, las siguientes.

ECUACIONES BICUADRADAS

Son de la forma
ax4-j-bx2-|-ci1zO

Prescindiendo de la resolucion gue es muy conocida, trate-
mos de la transformacidn de la expresion de la forma

y/ai'V Db

en la suma o diferencia de dos radicales simples, que tiene mu-

cha Importancia.
Como sabemos, la resolucion, de la ecuacidn bicuadrada con-

duce a la forma
~Ja¢,V b’

es decir, que corresponde a la extraccion de la raiz cuadrada de
una cantidad en parte racional y en parte irracional. Se puede
transformar estas expresiones en la suma o diferencia de dos ra-
dicales simples.

Para esto vamos a suponer que a y O, sean cantidades racio-
nales y b cantidad positiva. Entonces podemos poner la siguien
te igualdad %

(a) Va+t\/ir~V x +V y

Siendo X 1y desconocidas y con la condiciéon de ser racionales.
Elevemos al cuadrado

atV bh—x+y+ VX y—x+y+V4xy
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Ahora aplicando el principio aquél: cuando en una Iidenti-
dad existe una parte racional y otra irracional. Knemos que las
partes fﬁacionales son entre si, como las irracionales; es decir

(1) a=x+y

(2) y/lb =" 4 xy

Elevando al cuadrado la (2)

1
b=4xy,; de donde Xy — )

y como conocemos la suma Yy el producto, podemos formar la
ecuacion, que sera:

X2—aX-[- ~-J-rzo; de donde

(i) =X =14-1» b _ "ed=Va2—b
y( 2 PQCINERAN s

y tomaremos para X el signo mas i para Y el signo menos.
Ahora en el caso que al— b sea cuadrado \erfecto, haremos
a2—b =c2 o sea

y a-—b=c¢;

! fmu e is$.i.b>1t
luego reemplazando en (3), se tendra '

at Cc . at C
X=To7r>1ly- ir

por ultimo reemplazando estos valores en la ecuacion ()

a-J-c /a—¢C

-f

y a+ V b= A/

Consideremos un ejemplo numerico; se trata de demostrar
gque / /

.3 | L \i
Va _ > ‘yE

se puede poner

(J-) \]2—v’\r—Vx V vy



32

en virtud de lo anterirmente visto.
Elevando al cuadrado nos da:

3 —x'hy vy 2xvy’

aplicando el principio anterior tendremos:

(1) 2=X+Yy

(2) \/ 3 = 2V xy elevando al cuadrado esta U'tima

(3) 3r=4xy, elevando al cuadrado la Ti)

(4) 4=x2-E)2+2xy, restemos de esta la (3), tendremos
—3 = —4Xxy y nos da:

I=X]|-y—2Xxy=(X—Y)«

Ahora como lo (4) es igual a (x-J-y)2
se puede poner

(X+y>—4

(x—y)2rri; extrayendo la raiz cuadrada de ambos
miembros obtenemos

X+y=V 4

X—y=\/ 1=1; sumando y restando estas dos ecua
ciones nos da

3

2X = 3; X

|
2y — 15y = t,

Reemplazando estos valores en la ecuacion (Ex), queda de
mostrada la i1gualdad.

Consideremos las otras ecuaciones.

_a ecuacion reciproca, su forma es ax'-f-bx3-j-cx2-f bx-j-a=o0.
L a binomia es x'""-4A=o0.

_a tricornia es ax2m b xU-f-c=0.
N la ecuacidon cubica da Kardan cuya forma es x3f-ax }-b—o.
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Todas estas ecuaciones son muy conocidas y como el objeto
principal de estos breves apuntamientos, es encontrar una regla
gue sin el auxilio del calculo superior, se pueda resolver ciertas
ecuaciones de forma y grado diferentes a las enunciadas. Voy
a servirme de algunos ejemplos para luego deducir la regla.

Principiemos por el caso mas simple.

(1?) Sea la ecuacidon numerica

A5—1= o

tenemos que entre las aplicaciones de la division, este binomio

es divisible por x—1; puesto que al reemplazar x por fi se anu-
la, en efecto 11— 1 = o0; por lo tanto
XS— 1. X—I1=X4dX3HtXx2+X + 1; es decir

X5—I1==(X— 1) (X4+x3+x2+X + 1)—0; tenemos un pro-
ducto de dos factores igual a cero; luego

(1) X—1= 0,V
(2) XHx3+X'+x-fi=0; de la (I]
X = 1; Yy de la (2)

X44-x8 x2 x-f-1 =0: es una ecuacidon com-

pleta del cuarto grado; pero como es reciproca ya se reduce a

una de las formas conocidas, que sabemos resolver.
Como se ve, en este caso, para resolver esta ecuacion hemos

tenido necesidad de acudir a las aplicaciones de la division do un
polinomio por un binomio de la forma x— a.

(2?) Sea la ecuacion literal del tercer grado
(1) ax3tbx2+bx-{-a = o0

Por definicion: se dice que un polinomio es identicamente
nulo (P=ro), cuando por cualquiera de los valores que se puede
dar a la variable X se anula este polinomio.

Hagamos x = — 1, reemplazando en (1) tendremos

— a-J-b— b-f-a=o0..

Entonces anulandose el polinomio por este valor digo, gque
este es divisible por el binomio x-f-i. En efecto:
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ax™4-bx24-bx-f-a: x-f-izax2—ax+a-f-bx; luego
ax8+bx2+bx-)-a=(x-jJ-1) (ax2— ax-J-bx-fa)
Por lo tanto mediante este procedimiento he transformado

3a ecuacion
ax3+bx2+bx-pa, en el producto de dos factores

(x+1) (ax*—ax-j-bx+a)=o0
Ahora como este producto es igual a cero, entonces
Xd-1—o0 vy

ax2T x (b—a)-j-a=o.

V hemos obtenido dos ecuaciones, la primera del primer
grado y la segunda una ecuacion completa del segundo grado
<gue sabemos resolverla-

(3?) Sea la ecuacion del cuarto grado

X>— 8X3+ 2x2+ x2xd-21=0

Aplicando el procedimiento anterior,nagamos X =—1 vy
reemplazando este valor en (), tendremos

1-[-S-f-2 — 32-1-21=32—32=0; luego el polinomio
es divisible por el binomio x-f-1; en efecto

X4—8x3+2x'2432x-{-2 i: x-fl—xa—9xl1+1 1x-f-21; osea
X4—8x3A2X' T 32x-]-21 ~ (X-}-1) (Xx3—9x24-ii1x-}-21) =0
por tanto esta ecuacion se ha transformado en,
(X-f-1)  (xs—9x2+ iix-{-2i) zr o; de donde
(1) X-fil—o0 vy

(2) Xa—9x2+ i ix4+21—o0, de la (1)
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En la secunda ecuacion, hagamos asimismo X=S— T Yy SOS-
tituyamos en la (2), obtenemos

i—9 11-f21s=21 — 2i= o0, luego esta segunda
ecuacion es divisible por el binomio x-j-i1; entonces

X3—9.V+ 1l x-]-2 1.  (x-f-1) = xs—1o0x-22 1, de donde

X3—IX'2-f lix-f-21 =(x+1) (x-—iox-f21)= 0; osea

(0) X+1-0, Y
(4) X2— lox-f-2 1=ro; de la (3) obtenemos
x"= — 1, yla (4) es una ecuacion del segundo gra-

do, resolviéndolo sera:

X“— 10X-j-2 1=i0

L+ VIOO—S. iodb.
b — 2 2

y asi hemos obtenido los cuatro valores de x.
Ahora bien: en este caso observamos que el po inomio

X'—8Xs+ 2X2+32Xd-21* O

segun el resultado obtenido se puede dividir por los binomios
x-f-1, por x—3 y también por x—7; luego segun wuno de lo»
principios de los caracteres de divisilidad, este polinomio se po-

dra dividir por el producto de los dos binomios, o por el produc
to de los tres.

Dividamos el polinomio por el producto de los dos factores
binomiales (x-fi) (x—3)=x2—2x—3

X4—8x3+2x'J+32x+2i: x2—2x—3HIX-—6x—7, 0 sea

XA—8x3+ 2X24*32X+ 21iz= (x2—2X—3) (x2—5x—7) =0
de donde

X2—2X—3 —0; Yy

x2—Gx—/—0 vy asi hemos reducido a dos ecuaciones del
segundo grado conocidas.
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(47?) Sea la ecuacion del quinto grado

3x5+5x‘— 15.75X3—15,75x2+5x+3-0.

Segun lo anteriormente visto, tenemos gue esta ecuacion se
anula también por el valor x= —I1; verifiqguemos

—3+ 5+ 15.75—>5-75—5+3=°. luego el polinomio es di-
visible por x+1; en efecto

3x5+ 5x'— ib5.75X3— ib5,75x!+5x+3: x+ i= 3 x4+ 2 x3—

1 7,75x + 2X+ 3

3X5+SX'—IS,75X3—15,75X25x+3 = (X+1) (3X +2X3—
17,75x2+2x+3) = oO.

Como este producto de dos factores es igual a cero tenemos
XxX+1=20 y

3X+ 2x3—17,75x2+ 2x+3 = 0; eésta como Se ve €S una
ecuacion reciproca que sabemos resolverla.

Con todos estos ejemplos gue hemos visto podemos ya de-
ducir la regla.

Para resolver esta clase de ecuaciones debemos buscar cua-
les son los valores que dados a la variable X anulan el polino-
mio; una vez encontrados ‘éstos, se dividira dicho polinomio por
los binomios de la forma (x—a), (x—Db), (x—c), etc.; o por el
producto de estos factores binomiales, observando que los térmi-
nos a, b, ctetc., pueden tomar los valores 1 6 —r, 26 —2, 356

‘—3»etc,>y de esta manera habremos transformado esta clase de

ecuaciones en las de forma conocida, que dejamos indicado ante-
riormente.




