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PROLOGO

En todos los tiempos y lugares, ahorrar trabajo y sim-
plificar el proceso de las actividades del hombre, ha sido
aspiracion constante y universal. H; aqui por qué la Esta-
tica Grafica, simple en sus metodos y desenvolviéndose cada
vez mas, ha ensanchado el radio de sus aplicaciones geomé-
tricas como el medio mas sencillo y mas claro para el cono-
cimiento de la Ciencia: medio por el cual las construcciones
graficas sustituyen al analisis, y cuyo caracter intuitivo y con-
creto facilita la rapida comprension de los principios en que
se basan y de los resultados obtenidos.

Esta cualidad permite al estudiante e ingeniero conservar
conocimientos indispensables en la practica profesional, los
cuales, esencialmente abstractos y complejos, facilmente se
borran del entendimiento humano.

De otra parte, en la Estatica Grafica, saltan a la vista
errores que es dable corregir inmediatamente; en tanto que
en el metodo analitico esos errores pasan inadvertidos.

Deseoso, pues, de facilitar a mis alunar os el estudio del
Arte de las Construcciones y de divulgar los principios que
la Estatica Grafica resuelve con todo rigor cientifico, he pues-
to manos a la obra de recopilar mis conferencias pronuncia-
das en la Universidad Central, en mas de dos lustros que me

ha cabido la honra de ensenar la asignatura, materia de este
trabajo.

Juzgo, ademas, que estas paginas llenaran siquiera en
parte, el vacio que todos notan en nuestra bibliografia, en
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orden a la falta de obras de esta clase en lengua castellana
y convenientemente adaptadas a las necesidades de nuestra
ensenanza; de manera que sean un auxilio poderoso para la
solucion de todos los problemas que se presentan en el ejer-
cicio profesional.

Listo estoy a acoger con verdadera complacencia las In-
dicaciones que mis lectores quieran hacerme.

Entre tanto, si de alguna manera he contribuido a ha-
cer una obra util, no obstante las imperfecciones que encierra,
quedaran suficientemente recompensados mis desvelos.

V. S> Troya.



Curso de Estatica Grafica

CAPITULO |

Definiciones

1t

1.—Se denomina Estatica a la parte de la mecanica que
trata del equilibrio de los cuerpos, sometidos a la accion de
fuerzas.

Estatica grafica o grafoestatica es, por consiguiente, la par-
te de la mecanica que tiene por objeto resolver los problemas
de la Estatica por medio de construcciones geométricas; los
resultados se obtienen directamente de la escala del dibujo.

2. —Fuerza se llama, toda causa capaz de producir o
modificar el estado de movimiento o reposo de un cuerpo. Es-
tas se manifiestan por su accion; asi fuerzas son por ejemplo:
la de la gravedad, la inercia, la elasticidad, la cohesion, la
eléctrica, la térmica, etc.

Una fuerza esta definida por:

lo. La magnitud de la fuerza, que es la medida de su efi-
cacla y cuya unidad de medida es el kilogramo.

20. El sentido o direccion de la fuerza, que es la linea
recta segun la cual tiende ella a mover el cuerpo sobre el cual
actua.

30. El punto de aplicacion de la fuerza, que es el punto
de un cuerpo sobre el cual obra directamente la fuerza.



gg ANALES DE LA

Para representar graficamente una fuerza se lo hace por
medio de un segmento, haciendo uso de una escala de fuer-
zas, cuya unidad corresponde a un peso determinado. Por
ejemplo si se pone que 1cm. = 100 kg., un segmento de 5

cm. representara una fuerza de 500 kg.
La direccion de una fuerza se determina por medio de una

--------------- > flecha, como en la fig. 1 o por la sucesion de le-

fig. J
tras que denotan el origen y el extremo de un segmento; asi
la fuerza de la figura denota que actla de a hacia b.

El vector ah se puede prolongar por los dos extremos,
obteniendo una linea indefinida que se llama linea de accion
de la fuerza, y en cualquiera de los puntos se puede consi-
derar que esta el de aplicacion; puesto que, el equilibrio de
un cuerpo no esta afectado por el transporte del punto de
aplicacion de la fuerza a otro cualquiera de su linea de accion.

3.—AXiomas.—Las fuerzas son Iguales cuando tienen la
misma magnitud.

Dos fuerzas son equivalentes cuando se pueden substituir
la una fuerza con la otra, sin modificar el estado mecanico
del cuerpo sobre el cual actua.

A varias fuerzas que forman un sistema en equilibrio, se
puede anadir o suprimir su accion total sobre un cuerpo, sin
modificar el estado mecanico del cuerpo. La suma geome-

trica de varias fuerzas que forman un sistema en equilibrio
es igual a cero.

4 .—Resultante, es la fuerza Unica equivalente a la suma
geométrica de varias fuerzas; estas reciben entonces el nom-
bre de componentes: La operacion por la que se determina la
resultante de un sistema de fuerzas dadas se denomina compo-
sicion de fuerzas. La representacion grafica de todas las fuer-
Zas que obran sobre un cuerpo constituye una figura llamada
diagrama de fuerzas.

Equilibrante es la fuerza que forma con la resultante un
sistema en equilibrio.

5.—La mecanica se funda esencialmente en los principios

experimentales que le sirven de base, y los mas importantes
son:
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lo. La condicion necesaria y suficiente, para que dos
fuerzas aplicadas en~un mismo punto esten en equilibrio, es
que sean Iguales y directamente opuestas.

20. Si a dos sistemas de fuerzas en equilibrio, se afna-
de un tercer sistema, la suma de los tres sistemas es igual al
tercer sistema anadido.

30. Dos fuerzas desiguales y no directamente opuestas,
admiten, como resultante, la fuerza que, en magnitud y di-
reccion, esta representada por la suma geométrica de las mag-
nitudes de estas fuerzas.

Sea AC y AD las dos fuerzas des-

Iguales, con las que hacemos la su-
ma geomeétrica, trazando CB=AD,
poniéndola cabo a cabo y siguien-
do un mismo sentido y entonces se
une Ay B y se tiene: fig. 2.

AC + CB = AB
AC + AD = AB

AB es la resultante del sistema de fuerzas AC y AD.

40. La resultante de dos fuerzas desiguales y del mis-
mo sentido y de la misma linea deaccion, es igual a la su-
ma aritmetica de estas fuerzas.

Siguiendo la regla de trazar lasfuerzascabo a cabo una
a continuacion de otras y siguiendoel mismo sentido la suma
geomeétrica es a la vez aritmética.

50. La resultante de dos fuerzas desiguales y de sentido
contrario, pero de la misma linea de accidon, es igual a la dife-
rencia aritmetica de las fuerzas.

b A E C D

Fig. 3

Sean AB y CD las dos fuerzas dadas, fig. 3; se hace la
suma geometrica, llevando a partir de la extremidad B, la
magnitud CD, hasta E. AE es a la vez diferencia aritmética
y suma geometrica y por consecuencia es la resultante del sis-

tema de fuerzas AB y CD. Esto se puede hacer con dos o
mas fuerzas.
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6.— Composicion de fuerzas concurrentes, Segun hemos
visto en el numeral 3°., dos fuerzas se pueden componer for-
mando el triangulo ACB, que se llama el triangulo de las

fuerzas.

Si en la fig. 2 se cambia el sentido de AB, se obtiene una
nueva fuerza BA, que determina un solo sentido del triangulo
de las fuerzas, pues el origen y la extremidad se superponen, y
ademas anula la accion de las fuerzas dadas. Recorriendo el
contorno ACBA determinan un mismo sentido. Esta propie-
dad puede enunciarse asi:

Si  tresfuerzasconcurrentes, con diferentes lineas de ac-
cion, seequilibran, se pueden componer en un triangulo de
fuerzas y tienen un sentido constante en su contorno.

De aquique, cuando se trata de obtener la resultante de
varias fuerzas que concurren en A, porejemplo, las FlJt F2, F,
y F4 fig. 4, basta aplicar tres veces el procedimiento expuesto

del triangulo de las fuerzas. Se
compone primero las dos fuerzas
F1y F2que da la resultante AC;
luego ésta con la F; se obtiene
la resultante AD vy, finalmente
AD con F, lo que da la resultan-
te buscada R. Este método se
simplifica trazando en orden a
todas las fuerzas dadas cabo a
cabo, paralelamente y siguiendo
un sentido de manera de formar
un contorno poligonal ABCDE y la linea que une el origen
con la extremidad es la resultante del sistema, o sea la suma
geométrica de los vectores que la representan, y pasa por el
punto de concurso.

Para no recargar dema-
siado el diagrama de las
fuerzas se puede hacer |Ia
composicion, en una figura
especial; partiendo de un
punto arbitrario A, fig. 5, |=<
se van llevando sucesiva- fgs
mente las diferentes fuer-
zas dadas de modo que formen un contorno poligonal reco-
rriendo en un solo sentido; el lado AE que cierra al poligo-

N
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no, representa, entonces, la resultante buscada, R, en mag-
nitud, direccion y sentido.

La linea poligonal ABCDE de la fig. 5, lado derecho,
se llama el poligono de las fuerzas o también dinamico.

Si el extremo E del poligono, coincide con el origen A,
el poligono se dice que se cierra y la resultante se anuia; es
decir, las fuerzas que actuan en O estan en equilibrio. Si
en la fig. 5 se reemplaza la resultante, R, por otra fuerza
igual pero de sentido contrario, el dinamico se cierra y el
sistema esta en equilibrio; entonces se puede establecer que:

Si al componer todas las fuerzas, que obran en un punto,
se obtiene un poligono cerrado, las fuerzas se equilibran.

Téngase en cuenta que si se dice que un poligono de
fuerzas o dinamico es cerrado, se sobreentiende que en su
contorno no se encuentran dos flechas de sentidos contrarios;
por consiguiente, los sentidos de sus lados determinaran uno
solo en el contorno.

Por esto, se saca la consecuencia inmediata, de gue si en
un dinamico cerrado se cambia el sentido de una de las fuer-
zas, esta representara la resultante de todas las demas.

7.—Corolarios.—lo. Las dos condiciones necesarias y
suficientes para que dos fuerzas aplicadas en un mismo cuer-
po, estén en equilibrio son, que ellas sean iguales y directa-
mente opuestas.

Conforme hemos dicho ya, el dinadmico se cierra y el
sistema esta en equilibrio.

20. Se puede desplazar, a lo largo de su linea de ac-
cion, una fuerza que actla sobre un cuerpo, sin cambiar en
nada el estado mecanico del cuerpo.

Sea la fuerza AB que actua en
A y su equilibrante DE que actua
en D; fig. 6.
Si se aplica en D una fuerza
DC equivalente a la AB, tendra tam-
bién por equilibrante la fuerza DE;
entonces se puede pues reemplazar
AB por su equivalente DC y supri-
mir AB y DE que estan en equilibrio. Queda DC que actua

sobre el cuerpo considerado con la misma intensidad y en la
misma direccion que la AB.



ANALES DE LA
102

g —Descomponer una fuerza, dada en magnitud, sentido y
direccion, en otras dos, cuyas Lineas de accion se conocen.
Sea AD una fuerza dada en magnitud, direccidon y sentido,
que la vamos a descomponer segun las dos lineas de accion
AB y AC fig. 7.

Segun el teorema co-
nocido del paralelogra-
mo de las fuerzas o del
triangulo de fuerzas que
ya hemos visto: la re-
sultante de dos fuerzas
debe ser la diagonal del
paralelogramo construi-
do con las dos compo-

nentes. Pero para lo que nosotros intentamos es el problema
inverso.

Por consecuencia, es suficiente, trazar por los extremos
de la fuerza dada AD las paralelas a AB y AC, de manera de
construir el paralelogramo ABDC. Se obtiene asi los vectores
AC y AB, que a la escala del dibujo nos dan las magnitudes
de las dos componentes.

Para no recargar de lineas el diagrama de fuerzas, es me-
jor operar fuera de éste, haciendo otra figura. Para esto, se
traza una recta ab paralela e igual en magnitud a la fuerza
dada AD; entonces por los extremos se dibujan paralelas a las
lineas de accion dadas, y su punto de interseccion c¢ determina
las magnitudes de las dos componentes, ac y cb.

En el triangulo abe, la linea ab es la suma geométrica de
los dos vectores ac y cb. Para conocer el sentido de las
componentes, se recorre el contorno ach, yendo del origen a
a la extremidad b pasando por c.

Para indicar que es indiferente trazar cualquiera de las
paralelas por los extremos de la fuerza dada, se ha dibujado

el otro triangulo de fuerzas que esta a la derecha y el resul-
tado es el mismo.

9.—Ejemplo. Como aplicacion de los principios ante-
riores, vamos a determinar graficamente los esfuerzos en cada
una de las piezas que compone una grua, indicada en la fig.
8, a causa de un peso P = 1.800 kilos, que actua en la ci-
ma. El miembro AB se llama tirante, el AC aguilon, el BC
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poste y el BD puntal. EI poste es vertical y su longitud es
de 5 metros.
La longitud del tirante es 6,80 m., del aguilbn es 9 m. y

del puntal es 6,50 m.; con estas dimensiones se dibuja la ar-
mazon de la grua.

Se pone el valor del peso P = 1.800 k. a una escala con-
veniente, por ejemplo, 1cm= 1.200 k. y se dibuja el dinamico
ap = P; ahora esta fuerza hay que descomponer en otras dos
segun las lineas de accion AB y AC; entonces se dibuja pol-
los extremos de ap paralelas a esas lineas: ac paralela a AB vy
pe paralela a AC y se tiene el triangulo de las fuerzas apc; la
longitud ac a la escala de las fuerzas da el esfuerzo que sopor-
ta el miembro AB, y la magnitud pe da el de AC. Pasemos
al vertice B en el que ya conocemos el esfuerzo del miembro
AB, y vamos a determinar los esfuerzos de los miembros BD
y BC, a causa del esfuerzo que trasmite el miembro AB,; en-
tonces de los extremos de la fuerza ac se dibujan paralelas a
BD y BC y se cortan en el punto 6, lo que determina ch como
esfuerzo de la barra BC y ab el de la barra BD.

Como veremos despues, el caracter de los esfuerzos es:
de AC es compresion, de AB es traccion, de BC es compre-
sion y de BD es traccion.

Midiendo a escala en el diagrama de los esfuerzos se en-
cuentra que:

El miembro ACsoporta 3.210 k. comp.
» » BA » 2.430 k. traccion.
» » BC » 2.610 comp.
» » BD » 3.810 traccion.

St el peso P fuera el doble, entonces los esfuerzos en
cada uno de 10s miembros serian también el doble de valor.
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CAPITULO Il

Composicion de fuerzas no concurrentes situadas en un plano

Teorema fundamental de la Estatica grafica

10.— Teorema,—Dado un sistema de fuerzas, en numero
cualquieraf situadas en un mismo planof se puede sin excepcion
alguna, reemplazarlas por dos fuerzas.

Sea un sistema de tres fuerzas F, F,, F.,; las magnitudes
estan representadas por los segmentos AB, BC, CD, respec-
tivamente. Construyamos el dinamico ABCD y tomemos un
punto arbitrario P, y tracemos las lineas radiales PA, PB,
PC y PD. De un punto cualguiera M sobre la linea de ac-
cion de F, dibujemos ML y MN paralelas a PA y PB res-
pectivamente. Desde N, donde MN intercepta la linea de
accion de F |f tracemos NO paralela a PC; de igual manera
tracemos OQ paralela a PD y entonces queda formada la linea
quebrada LMNOQ.

Segun lo visto anteriormente, se puede considerar AP vy
PB como fuerzas y cuya suma geométrica o resultante es
AB = F. Las lineas de accion de estas componentes son
LM y MN. Las tres fuerzas F, LM y MN son concurrentes
en M. Para que F sea la resultante de las otras dos, necesita
que las componentes tengan el sentido indicado con las flechas
marcadas con 1, entonces la resultante de las fuerzas AP y
PB es AB; de manera que podemos reemplazar la resultante
por sus dos componentes. De una manera semejante BP vy
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PC, que tienen como lineas de accion NM y NO, se pueden
tomar como componentes de F,;y CP y PD, cuyas lineas de
accion son ON y OQ, se toman como componentes de F,,.
Entonces, MN es la linea de accion de dos fuerzas iguales vy
directamente opuestas, PB y BP, y NO tambien linea de ac-
cion de dos fuerzas iguales y opuestas que son PC y CP.
Estos dos pares de fuerzas se equilibran, y quedan solo AP vy
PD, teniendo como lineas de accion ML y OQ, y son equi-
valentes de las fuerzas originarias.

De la construccion grafica se deduce el siguiente enun-
clado del teorema:

Todo sistema de fuerzas, sin excepcion alguna, se puede
reducir a dos fuerzas, cuyas lineas de accion son los dos Lados
extremos del poligono funicular y cuyas magnitudes son los ra-
dios polares correspondientesfyendo del origen a la extremidad
pasando por el polo.

La linea quebrada de LMNOQ se llama poligono funi-
cular. Se d& este nombre porque corresponde a la forma de
una cuerda suspendida por sus extremos, en la que actuan
pesos. Esta forma se indica en el poligono dibujados por
trazos que corresponde al polo P*

El punto P o el Pfse llama polo; las lineas PA, PB,......
etc. son los radios polares; las lineas paralelas del poligono
funicular son los lados del funicular.

La distancia perpendicular del polo a cualguier fuerza
es la distancia polar de esa fuerza.

11.—Corolarios. Las siguientes consecuencias se dedu-
cen del trazado anterior:

lo. Cuando en un sistema de fuerzas el dinamico no
se clerra admite resultante.

Asi en la fig. 10 la resultante de las cinco fuerzas, esta
dada en magnitud y direccion, por la suma geometrica de las
fuerzas, o sea, por la linea que une el origen con la extre-
midad del dinamico; y su linea de accion pasa por la in-
terseccion de los lados extremos del funicular, trazada para-
lelamente a la linea que representa la magnitud de la resultante
fig. 10. Esto es cierto, por cuanto, todo sistema de fuerzas
se puede reducir a dos, que tienen como lineas de accion los
lados extremos del funicular: luego necesariamente la resul-
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tante de estas dos debe pasar por su interseccidon, que es a
la vez resultante de todo el sistema.

La resultante queda asi completamente determinada; v,
en general, la linea de accion R de la resultante de cualquier
sistema de fuerzas, pasa por el punto de interseccion de los
lados extremos del funicular. En la fig. 10 ab y ¢f se inter-
sectan en h por donde se traza la paralela a 05.

Si se quiere encontrar la linea de accion de la resultante
de una parte del sistema, cuyas fuerzas estan tomadas con-
secutivamente, es suficiente interceptar los lados del funicular
entre los cuales se encuentran estas fuerzas.

Asi en la fig. 10 si queremos encontrar la resultante R'

de las fuerzas 2, 3 y 4, se une en el dinamico los puntos 1
y 4 que es la magnitud de la resultante R', que estd en linea
de trazos; la linea de accion pasa, prolongando los lados be vy
ef del funicular, por su punto de interseccion I,

20. Cuando en un sistema de fuerzas el dinamico se cie-
rra, como también el funicular, las fuerzas se encuentran en
equilibrio; es decir la suma geometrica es igual a cero.

Sea el sistema de cinco fuerzas. 1,2, 3, 4y 5 dadas en
magnitud y sentido, fig. 11. Tomemos el punto P como polo

arbitrario y tracemos el fu-
nicular, que esta en la figura
en linea de puntos.

Como se ve el dinamico
se cierra; el punto 1 que es
el origen viene a superpo-
nerse con el extremo; luego
los dos radios polares extre-
mos se confunden que son
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1P y PI. Trazando el poligono funicular nos encontramos
con que el primer lado ea se confunde con el ultimo y resulta
el funicular cerrado obcde.

De manera que la condicion grafica para que un sistema
de .fuerzas no concurrentes este en equilibrio, es de que el
dinamico y el funicular sean poligonos cerrados.

30. El sistema de fuerzas cuyo dinamico se cierra y el
funicular no se cierra, se convierte en un par de fuerzas.

Para mayor claridad y para que de una mirada darse
cuenta de que no puede haber equilibrio en un sistema de fuer-
zas cuyo dinamico se cierra pero el funicular no se cierra:
consideramos una viga o madero cualquiera AB, sobre la que
actlan tres fuerzas iguales 1, 2 y 3 cuyo sentido se indica
con las flechas. Las fuerzas 2 y 3 hacen un angulo con la
horizontal de 30° y la fuerza 1 es vertical. Es claro que
observando el diagrama de fuerzas, el equilibrio es imposible,
por mas que el dinamico se cierre. Tomemos el polo P
arbitrario 'y tracemos el funicular en lineas de puntos,
abcde; por cuanto se cierra el dindamico, el origen se
confunde con la extremidad y entonces al vertice 1 concurren
dos radios polares, que se confunden; puesto que el funicular
no se cierra los lados extremos son paralelos, por ser parale-
los a una misma linea. Segun el teorema fundamental, todo
el sistema se puede reducir a estos lados extremos ab y de,
que tienen como magnitud comun el mismo radio polar 1P,
pero el sentido es opuesto, que es lo que constituye un par de
fuerzas, el sentido del par se indica con las flechas en las li-
neas de puntos ab y de. El momento queda determinado al

multiplicar la magnitud Pl y 1P por la distancia entre las pa-
ralelas ab y de.

Este caso podemos enunciarlo asi:

En un sistema de fuerzas cualesquiera, situadas en el mis-
mo plano, si el dindmico se cierra y el funicular no se cierra,
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el sistema no tiene resultante, sino que se reduce a un par de
fuerzas, cuyas lineas de accion son los lados extremos del fu-
nicular y sus magnitudes los radios polares correspondientes,
que se encuentran superpuestos y son por lo tanto iguales.

40. Para un mismo sistema de fuerzas se puede trazar
un infinito numero de funiculares, usando diferentes polos vy
principiando el funicular en diferentes puntos. Asi, en el ca-
so de que el dinamico se cierre y el funicular no, al usar polos
diferentes, se obtendra también pares diferentes; pero como
estos pares son el resultado de un mismo sistema de fuerzas,
sus momentos seran iguales.

12.—Reglas. Para trazar correctamente los poligonos
funiculares se tendra en cuenta las siguientes reglas:

| o. En el diagrama de las fuerzas, al trazar el funicu-
lar, se hara vertice soOlo en las lineas de accidon de las fuerzas.

20. Cada lado del funicular debe ser paralelo al radio
polar que parte de la union de las dos fuerzas, entre las cua-
les esta comprendido dicho lado.

Propiedades geométricas de los poligonos

FUNICULARES

13.—Notacion de Bo<w. Para ilustrar la manera de usar
esta notacion, explicaremos en conexion con un caso espe-
clal del trazado de los funiculares.

Vamos a hallar la resultante de las cuatro fuerzas indi-
cadas en el diagrama cuyas magnitudes son AB, BC, CDy
DE, fig. 13. Las lineas de accion de las fuerzas se designan
por las dos letras adyacentes; asi, ab representa la linea de
accion de la primera fuerza, be de la segunda fuerza, etc.
En el dinamico, se indica con las mismas letras, pero ma-
yusculas, que se colocan en los extremos de las lineas que
representan las magnitudes de las fuerzas. Al trazar el di-
namico, las fuerzas y las letras deben tomarse en el orden
que se encuentran en el diagrama de las fuerzas, de izquier-
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da a derecha; hecho esto, la simple lectura de las letras en
el dinamico nos indicara el sentido de las fuerzas. Hay que
advertir también, que el lado del funicular correspondiente al
radio PA esta en el espacio denominado con la a; el que co-
rresponde a PB en el espaciob, etc. Estos lados que se los
llama a, b, etc. corresponden a los radios que se les deno-

mina A, B, etc.

Habiendo construido ya el dinamico y el funicular, la
magnitud y direccion de la resultanteda el segmento AE, que
es la suma geomeétrica, y un punto de la linea de accion esta
determinada por la interseccion de los lados extremos, que
estan con las mismas letras, a y ¢&*

R i e g # iv

‘. Caso especial=Al hallar la resultante de un sistema de
fuerzas puede suceder que los lados extremos del funicular
sean paralelos, sin que el sistema se convierta en un par, o
que la interseccion de esos dos lados se haga fuera de los
limites del dibujo. En este caso la resultante se determina
asi: Sea de encontrar la resultante de las fuerzas BC, CD,
y DE fig. 13, Esta resultante es BE, su linea de accion pa-
sa por la interseccion de los lados b y e los que son paralelos.
Sabemos que el sistema de fuerzas tiene como equivalentes
a las dos fuerzas representadas por los lados extremos by e
y los radios correspondientes, BP y PE. Entonces el pro-
blema se reduce a hallar la resultante de estas dos fuerzas
por medio de un segundo funicular, asi: Tomemos el punto
to A como polo y tracemos un nuevo funicular, Indicado
por puntos, para las fuerzas BP y PE. La interseccion de

los lados extremos en R* localiza la resultante que se ha tra-
zado paralelamente a BE.
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14.— Teorema.—SiI para un sistema de fuerzas dado, se
trazan dos funiculares de polos diferentes Py P', los lados ho-
mologos de estos funiculares, es decir, comprendidos entre las
lineas de accion de las mismas fuerzas sucesivas, se cortan en
una misma linea paralela a la recta PP fque une los dos polos.

Sean AB, BC y CD las fuerzas dadas. Tomemos dos
puntos arbitrarios P y P' como polos y tracemos los dos fu-
niculares el uno en lineas llenas y el otro en punteadas.

La resultante de PA y AP' es PP'; su linea de accion
mn es paralela a PP' y pasa por m que es el punto de iIn-
terseccion de los lados a y a', lineas de accion de las fuerzas
PA y AP'. De una manera semejante, la resultante de PB
y BP' es PP', su linea de accion nt pasa por la interseccidn
de los lados b y b, etc.

Ahora, PB es la resultante de PA y AB, también BP'
es la resultante de BA y AP"

Puesto que, AB y BA fuerzas iguales y directamente
opuestas, se equilibran, la resultante de PB y BP' es la misma
de las fuerzas PA y AP'; luego las lineas de accion mt y nt
deben coincidir. A las iIntersecciones de los otros lados del
funicular se aplica el mismo razonamiento. Por. esta razon
los puntos m, nts, t, estan sobre la misma linea mt, paralela
a PP', que es la linea de accion de las resultantes de las dos
fuerzas correspondientes, PA y AP, PB y BP', PC y CP’, etc.

Advertencia.—EIl estudiante debe recordar a cada instante
que en el diagrama de fuerzas, el orden de las letras en el
texto indica la direccidn de las fuerzas.
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15.— Teorema.—El lugar de los polos de todos los funi-

culares, cuyos lados homoalogos deben pasar por dos puntos
dados, es una linea recta paralela a la que une los dos puntos.

Sean las tres fuerzas dadas, AB, BC y CD fig. 15 se
necesita que los lados extre-
mos de un funicular pase
por los puntos dados m y n.
Para lo cual primero traza-
mos un funicular cualquiera
de polo arbitrario P. Di-
bujando paralelas a la suma
geometrica AD, por los pun-
tos dados m y n hasta que
corten los dos lados extre-
mos a y d se obtienen los pun-
tos r y s; se une r y Ss.

Por elpolo P setraza una paralela a rs que corta a la re-
sultante AD en el punto E; por este ultimo punto se dibuja
una paralela a la linea mn; la recta indefinida P'E es el lu-
gar de los polos de los funiculares que trazando el primer lado
por m debe pasar el ultimo por el punto n.

En virtud del teorema precedente la linea mn que une las

Intersecciones de los lados homologos de dos funiculares es
paralela a P'E.

16.—Problema.—Dibujar un poligono funicular, para un
sistema dado de fuerzas, de manera que tres de sus lados pase
por tres puntos dados en el plano.

El problemase reduce a determinar, en el dinamico un
poloque permita trazar el funicular que goce de esta pro-
piedad.

Sea unsistema decinco fuerzas, AB, BC, CD, DE vy
EF, y lostres puntosdados X YV, Z en el diagrama de las
fuerzas. Fig. 16.

Vamos a encontrar el polo, de suerte que el lado a del
funicular pase por el punto X, el lado c¢ por el punto y el
lado f por el punto z.

Tomando un polo cualquiera P, tracemos también el
funicular que se deduce; este funicular estd en lineas de pun-

tos, wv. Por medio de la construccidn indicada en el teore-
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ma del parrafo 15 se determina la linea Pfl que es el lugar de
los polos de los poligonos funiculares cuyos lados ay ¢ deben
pasar por X y Yy respectivamente. También por medio del
mismo teorema se determina el radio P'H como lugar de los
nolos de los funiculares cuyos lados ¢ y f deben pasar por los
ountos 'y y z. Luego, para que ambas condiciones se cum-
nlan, el polo debe estar en ambas lineas Py P'H, es decir,
estard en su interseccion.
Este funicular de polo P' esta dibujada en lineas llenas.

17.— Problema.— Dibujar un funicular de manera que
cualesquiera de los tres lados pase tambien por tres puntos da-
dos. Las fuerzas son todas paralelas.

Para el caso de fuerzas paralelas se puede dar una solu-
cion mas corta.

Con fuerzas paralelas se notara que el dinamico se re-
duce a una sola linea paralela a ellas; y como son las
que generalmente se presentan en la practica: tiene este caso,
de fuerzas paralelas, mayor importancia.

R
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Sea un sistema de cuatro fuerzas paralelas, AB, BC, CD
y DE de las que se conocen todos sus elementos fig. 17. Se
quiere dibujar un funicular, de manera que el lado a pase por
el punto x, el lado ¢ por el puntoy y el e por el punto Z. Pa-
ra esto con un polo arbitrario P se dibuja el funicular hl, linea
de puntos. Por los puntos dados, se trazan lineas paralelas a
las fuerzas, que cortan a los lados homdlogos del funicular
arbitrario en hy / se une hy /y se tiene el lado de cierre del
funicular. Necesariamente el lado de cierre del nuevo funicu-
lar serd la linea xz. Como sabemos que el lado ¢ del nuevo
funicular debe pasar por vy, la ordenada trazada pory y com-
prendida entre los lados ¢y f sera yO\ la ordenada corres-
pondiente comprendida entre los lados del funicular arbitrario
sera MN.

Ahora la relacion YQ{MN es constante para todas las
ordenadas homologas de los dos funiculares, como probare-
mos mas adelante; por esta razon, los vertices del funicular
buscado se pueden determinar asi: Tracemos RS = MN.
Del punto S se describe un arco de radio ST —yQ vy se
dibuja la tangente RT. Entonces, para determinar cualquier
ordenada, por ejemplo la uv, se toma en un compas la ordena-
da uv y se le transporta a la linea RS a partir de R. La
distancia de este punto asi localizado a RT es la magnitud de
la ordenada deseada. Obtenido de esta manera todos veértices
se uneyon lineas y se tiene asi el funicular buscado, que en
nuestra figura esta en lineas llenas.

Para el caso de que la ordenada MN sea mas corta que
yQ, se puede modificar haciendo que RS = n. MN, donde n

puede”ser igual a dos o0 mas veces. En este caso la propor-
cion sera:

uv n. u' v'
y a n. M N

El polo P' del funicular buscado, se encuentra poniendo

sobre la linea FP' la magnitud A que es la distancia polar
y se deduce de la proposicion:

A M N
A" TO~

Veremos luego que las distancias polares de un mismo
sistema de fuerzas, cuando se toma puntos diferentes como
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polos para varios funiculares, estan en relacion inversa de las
ordenadas homologas de los funiculares.

Fuerzas paralelas

18.— Teorema.—Dos fuerzas paralelas y del mismo sen-

tido tienen una resultante que le es paralela, del mismo sentido,
de magnitud igual a su suma aritmetica, situada entre las fuer-

Zas Yy en su plano comun.

Este teorema y los que siguen son de mucha importan-
cia, cuando se trata de determinar las reacciones de los apo-

yos de una viga y en muchas otras aplicaciones.
Sean las dos fuerzas para-

lelas ab y c¢d que tienen el
mismo sentido, fig. 18, cuyo
dinamico es ABC y el funi-
cular correspondiente es abd.
Segun el metodo conocido, la
resultante esta en la intersec-
cion de los lados extremos a
y dy su magnitud es AC o
sea la suma aritmética;, también vemos que se encuentra la
resultante entre las dos fuerzas dadas.
SiI trazamos una linea mn de tal manera que vn sea igual
a AB y ms igual a BC; es decir las magnitudes cambiadas
de lineas de accion: se tiene los dos triangulos semejantes*m¢s
y tvnf y se sabe que las bases son proporcionales a sus al-
turas, se tiene:

m s h B C

vV Nn A B
O

A B B C

~hr (0

por lo tanto: AB XH = BC X &

llamando h y K a las alturas de los dos triangulos.
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De la ecuacion (i) se deduce que la linea de accion de
la resultante es tal, que sus distancias a las lineas de accion
de las dos componentes estan en razon inversa de las magnitu-

des de estas ultimas. | 3
De los mismos triangulos se tiene esta proporcion:

ms VN BC AB
mt th ° mt tn

esta ultima proporcion se puede poner bajo la forma:

BC AB AC BC AB
mt tn mn mt tn

Esta proporcion se interpreta diciendo, que si considera-
mos dos fuerzas paralelas y su resultante, y una recta cual-
quiera mn no paralela a las fuerzas; la intensidad de cada
una de las tres fuerzas, es proporcional a la porcion de recta
comprendida entre las otras dos.

La fig. 18 nos ensefla otra solucion para encontrar la
resultante de dos fuerzas paralelas. Basta con llevar, |la
magnitud de la una fuerza sobre la linea de accion de la
otra y unir los extremos en cruz, la interseccion, t, de estas
lineas es el punto por donde pasa la resultante.

19.— Teorema.—Dos fuerzas paralelas, pero de sentidos
contrarios y de magnitudes diferentes, tienen su resultante que le
es paralela, del mismo sentido que la mayor componente, de

intensidad igual a su diferencia aritmetica, situada fuera del
sistema y del lado de lamayor.

Sean las dos fuerzas aby be de sentidos contrarios e
Intensidades diferentes, cuyo di-
namico es ABC vy el funicular
1-2-3. Se ha numerado los
radios polares para mayor cla-
ridad en el orden del trazado.
La interseccion de los lados
extremos determina la linea de
accion de la resultante y su
magnitud es igual a la dife-
rencia aritmeética de las dos
componentes, a AC.
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De los dos triangulos semejantes mng y optu formados
de manera que mq= BC y op — AB, se tiene:

m g op
m n on
O
BC AB
m n on
y también
BC -f (—AB) = AC
mn-p( —on om
y por fin

A C A B B C
om 0N m n

De donde se deduce que: si se considera un sistema de
dos fuerzas paralelas, pero de sentidos contrarios y de inten-
sidades diferentes, y su resultante, y una recta cualquiera
mn no paralela a las fuerzas, la Intensidad de cada una de
as tres fuerzas es proporcional a la porcion de recta com-
orendida entre las dos otras.

Por la inspeccion de la fig. 19 se observa que para de-
terminar la linea de accion de la resultante es suficiente tras-
ladar la magnitud de la una fuerza sobre la linea de accion
de la otra (mg y op) y unir los extremos, la interseccion de
estas lineas determina el punto, por donde pasa la resultante.

20.—Problema L—Descomponer una fuerza dada en dos

otras, de la misma direccion que ella y segun lineas de accion
dadas.

En la fig. 18 hagamos que la fuerza be se quiera des-
componer segun las lineas de accion ab y cd.

Primero se traza un triangulo cualquiera, de manera que
tenga sus vértices en cada una de las lineas de accion, sea
el sqv, que es el funicular cuyo polo no conocemos. Para
lo cual se traza el dinamico AC igual a la fuerza dada; por
los extremos se trazan paralelas a sq y qv, la interseccion de-
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termina el polo P; luego por P se traza una paialela a sv que
determina en el dinamico el punto B que nos da las magnitu-

des de las dos componentes.

Problema Il.—Descomponer una fuerza dada en dos otras
de la misma direccion que ella, dando ademas la una en magni-
tud, su linea de accion y sentido.

Sea la fuerza dada R cuya magnitud es AC, ademas se
conoce la linea de accion ab y la magnitud AB de la una
componente; vamos adeterminar la linea de accion de la otra.

Se traza el dinamico AC vy

también la magnitud conocida

AB; necesariamente la magni-

tud de la fuerza desconocida

p sera BC. Se toma un polo

arbitrario P y se dibuja los

X radios polares. Entre las dos

) lineas de accion conocidas se

R " 20 traza el lado del funicular 1,

por los puntos de encuentro

con las fuerzas se dibuja paralelas a los radios polares

2 y 3, la interseccion nos da un punto de la linea de accidn
de la componente buscada.

21.—Fuerzas distribuidas.—Se llaman fuerzas distribui-
das a las que estan representadas en términos de la intensi-
dad por unidad de longitud, area o volumen. La gravedad

y la presion del agua son casos muy frecuentes de esta clase
de fuerzas.

Si la intensidad es la misma en todos sus puntos, la
luerza se denomina como «uniformemente distribuiday.

Las fuerzas paralelas y en el mismo plano, que son las
Unicas que trataremos, se representan asi:

La linea AB es perpendicu-
lar a la direccion de las fuerzas,
dX es una parte infinitesimal de
AB, y hagamos que la ordena-
da p represente la iIntensidad
de la fuerza en el punto en
el cual se ha trazado fig. 21.
La superficie sombreada, pdx
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vvvvv

representa la magnitud de la fuerza que actua sobre la longi-
tud dx.

Entonces el diagrama se interpreta diciendo, que la lon-
gitud de la ordenada en un punto cualesquiera de la linea AB,
representa la intensidad de la fuerza en ese punto, y el area
comprendida entre dos ordenadas, representa la magnitud de
la fuerza que actla en la porcidn correspondiente de AB.

22.—Poligono funicular para una carga distribuida— La
superficie MN QO representa una carga distribuida. Divida-
mos MN en un numero de partes iguales, suficientemente pe-
quenas de manera que pueda aceptarse que la fuerza que
esta representada por una area cualquiera, actue en su pun-
to medio n de la division y el area se puede tomar igual

auV X mn.

Entonces la carga total es equivalente a las cuatro fuerzas.

AB, BC, CD y DE, sus magnitudes son proporcionales a las

longitudes de las ordenadas correspondientes, como mn por
ejemplo.

El funicular GH pertenece a este sistema de fuerzas.
Es evidente que si las divisiones de la linea MN se hacen
infinitamente pequenas, el poligono funicular se aproximara
cada vez mas a la curva funicular que es la que corresponde
a una carga distribuida. Entonces el verdadero funicular se-
ra una curva tangente al poligono GH, en los puntos marca-
dos con pequenas lineas transversales, que corresponden a
los puntos de division de la carga. Cada lado sera de lon-

gitud infinitesimal y tendra la direccion de la tangente a la
curva.
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23.—Poligono funicular para cargo uniformemente distri-
buida.—Es muy conocido, en Geometria Analitica, la manera
de trazar la parabola con eje vertical, fig. 23. Que consiste
en dividir la linea 1-8 en partes iguales y dibujar un cierto
namero de lineas verticales y equidistantes, como se ve en

la fig. 23.

Con el polo P. se trazan los radios y el funicular co-
rrespondiente 1-2-3-4-5-6-7 y 8. Una curva tangente a este
poligono funicular en los puntos medios,de cada uno de sus
lados es una parabola de eje vertical.

Si comparamos las construcciones de las figuras 22 vy
23 se ve que son idénticos los trazados, de donde se deduce
que: «El funicular para una carga uniformemente distribuida
es una parabola, cuyo eje es paralelo a la fuerza».

Podemos, entonces recomendar ésta constrnccion muy
sencilla; Hagamos que MNOQ sea la carga uniformemente

repartida, la curva funicu-
lar sera por lo tanto una
parabola, de eje vertical,
tangente a los lados KG
y KH. Esta porabola se
construye asi:

Se divide KG y KH,
que son paralelos a AP vy
BP, en un igual numero de

partes. Se une estos pun-
tos de division alternadamente como se ve en la fig. 24. Las

ineas que unen estos puntos son tangentes a la curva. LoS
puntos de tangencia se determinan trazando paralelas a R
oor los puntos de division tomados alternadamente.
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CAPITULO 111

Centros de gravedad

24. La pesantez es la atraccion ejercida por el centro
de la tierra sobre el cuerpo; es una fuerza o un conjunto de
fuerzas que se consideran de sentido vertical.

Practicamente las fuerzas verticales son paralelas.

La resultante de estas fuerzas paralelas que actuan sobre
un cuerpo es el peso.

Se dice a un cuerpo homogéneo cuando todos sus puntos
materiales tienen la misma densidad.

Centros de gravedad de areas planas.

25.—Linea recta.—Un segmento rectilineo es simétrico
respecto de su punto medio, luego éste es un centro de gra-
vedad.

Puesto que si una figura homogenea tiene un plano o un
centro de figura, siempre se podra suponer que los pesos par-
ciales obtenidos por la descomposicion en partes del cuerpo,
que obran como fuerzas paralelas, giran de tal manera que su
resultante esté en el plano o en el eje de simetria; por consi-

guieste, pn este plano o en este eje, debe estar el centro de gra-
vedad.

26. Centro de gravedad de una linea poligonal.—Tra-
temos de encontrar el centro de gravedad del contorno de un
pentagono irregular, abede.

Los segmentos ab, be, c¢d, de y ea que forman el contorno
del pentagono se pueden considerar como fuerzas aplicadas
-en sus puntos medios, que son los centros de gravedad res-
pectivos y proporcionales a su longitud. Estas fuerzas seg-
mentos representan un sistema de fuerzas paralelas cuyo centro
es el centro de gravedad del contorno poligonal, fig. 25.
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Se forma primero el dinamico de estas fuerzas y el funi-
cular correspondiente; entonces, se determina la linea de accion
de la resultante R, en la que debe estar el centro de gravedad
buscado. Después se ha hecho girar a las fuerzas un angulo
de 90°, con lo que el dinamico AF toma la posicion ArF', vy
utilizando el mismo polo P se ha trazado un nuevo funicular,
que se indica en linea de puntos, el cual determina la linea
de accion Rr, que corta a la R, antes hallada en el punto G,
que es el centro de gravedad de la linea poligonal abcde.

Al observar la fig. 25 podemos hacer una Importante
simplificacion. Como de la linea AF se pasa a la A'F' por
medio de un giro de 90° en torno del polo P,.los radios po-
lares del dinamico A R son perpendiculas a los homdlogos
del dinamico AF; por consiguiente no hace falta construir el
dinamico A'F', sino que basta trazar el seqgundo funicular con

la condicion de que sus lados sean perpendiculares a los radios
polares del primer dinamico.

27.—Centro de gravedad de
na linea poligonal regular y de

U

un arco de circulo.— Vamos a
determinar el centro de gravedad
0
0

el arco de circulo abe de centro
. Se toma sobre la tangente

en b la magnitud bd 5 Te-
presentando. L la longitud deJ .ar-
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co o el perimetro de la linea poligonal para el caso de un poli-
gono; luego se une el extremo d con el centro 0 y se traza ce
paralela a Oby por £1la paralela a ac la que corta al eje de si-
metria en el centro de gravedad buscado G.

En el caso de poligonos regulares hay que llevar la lon-

gitud — sobre la tangente al circulo iInscrito.

De los tridngulos semejantes Obd y OGe se puede en-
contrar la expresion de la distancia xt del centro de gravedad
al centro del circulo; en efecto:

L 2 12
de donde:

L

en la que /es la cuerda del arco y r el radio del circulo.

Centros de gravedad de Areas planas

28.— Centro de gravedad de un tridngulo Tracemos las

medianas ¢d y be y se observa que es-
tas lineas forman una linea de simetria,
luego las medianas be y ¢d pasan por el
centro de gravedad de la figura y como
debe estar a la vez en las tres medianas,
estara en su interseccion G, fig. 27. Por
Geometria se sabe que, el punto de In-
terseccion de las medianas las divide en
la razon de 1. 2; de donde se sigue que:

El centro de gravedad de un triangulo esta en cada me-
diana y dista de la base el tercio de la altura.

El centro de gravedaci de un paralelogramo esta en la in-
terseccion de las diagonales, que son lineas de simetria.
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29. Centro de gravedad de un trapecio.—Sea ei trapecio
abcd de lados de y ab paralelos. Unamos el punto f, mitad de

N\, 20

ocf con el punto e, mitad de a> La linea fe es una linea de
simetria; por tanto, sobre eésta estara el centro de gravedad.
Tracemos la linea dg paralela a cb; ei trapecio queda di-
vidido en un tridngulo adg y en un rectangulo bedg, que tie-
nen sus centros de gravedad en < y ( respectivamente. La
recta que une los dos centros de gravedad ¢g{ g¢.,, es también
un eje de simetria, que corta el otro eje, fe, en el centro de
gravedad buscado G. Si prolongamos la linea ¢ xg.2 corta a
las bases prolongadas en los puntos 1y /A,y la semejanza de

los triangulos g1 ¢., Iy ag{l, que se obtienen al trazar ¢.d para-
lela a dh, da:

1g9. 1 g
St * i *
pero como 2 1g, = g¢,a, se tiene:

219, = la = cd

Ademas como los triangulos bg.,1 y ¢.2h son iguales, se
deduce que dh = Dbiy, por ser 1a = c¢d, también es c2=:

La construccidon anterior, se puede entonces simplificar asi:
Se unen los puntos medios de las bases ey f, y se lleva la mag-
nitud a continuacién de la base menor, hasta h, y la
magnitud de a continuacion de la ab, en sentido contrario;
la linea hi corta a la ef en el centro de gravedad buscado.

A veces esta construccidon se sale fuera de los limites dél
dibujo, y por lo cual se recomiendan las siguientes:
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la. Construccion.—En el trapecio
abcd, fig. 29, tracemos las diagona-
les ca y db, luego se lleva la magni-
tud af = ec, se une f y d, se toma la
mitad de fd, y del punto h se une al
vértice b, el tercio de hb a partir de
h da el centro de gravedad busca-

fq 29 do, G.

2a. Construccion.—Sea el trapecio
de la fig. 30, se traza la linea de si-
metria ef, por medio de la diagonal
db se divide el trapecio en dos trian-
gulos abd y bdc y se tiene los centros
de gravedad 5, y ¢.,, se une g{y <,
el punto de la interseccion de esta li-
nea con e¢f da el centro de gravedad

fi9 )° buscado G.

30.— Centro de gravedad de un cuadri-
latero cualquiera.

la. Construccion.—Fig. 31. Sea un

cuadrilatero cualquiera abcd: tracemos las

dos diagonales ac 'y bd; tomemos el pun-

to medio de ac, que es ¢; tracemos dh = Dbf

y se dibuja eh. Dividamos esta linea en

"9 ) tres partes iguales; G es el centro de gra-
vedad buscado.

2a. Construccion.—Fig. 32. En el

cuadrilatero abcd, tracemos las dos

b diagonales. Entonces el centro de

gravedad esta sobre la recta ef que

une los dos centros de gravedad de

los dos tridangulos abe y adc. Se

encuentra igualmente sobre la recta Ih

fp )2 que une los centros de gravedad de los
dos triangulos abd y cbd. El centro de

gravedad'de toda la figura esta pues
en la interseccion de ef y hi, en G.
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3a. Construccion. Cada uno de
los lados del cuadrilatero abcd, fig.
33, se divide en tres partes iguales;
por los puntos de division se trazan
lineas hasta la interseccion. La figura
que resulta es un cuadrilatero, cuyo
centro de gravedad esta en el cruce

de las diagonales, en G.

31. Centro de gravedad de un sector circular.—En la fig.

34, el centro de gravedad de todos los triangulos elementales
tales como Omn, se encuentran

sobre el arco fh tal que, Of="'3; Oa;
por consiguiente, la circunferencia
O que tiene el centro 0y radio 23 rr
llamando r el radio Oc, es en la
que se encuentran todos los cen-
tros de gravedad de todas las
areas elementales. De manera
i3 M que el centro de gravedad del
arco fh, es el centro de gravedad
del sector buscado, La determinacion de éste se efectla se-

gun lo dicho en el niumero 27.
La distancia X del centro de gravedad al centro del sec-

tor 0, es

2 1
3 L

en la que | es la longitud de la cuerda y L es la longitud
del arco del sector.

32.—Centro de gravedad de un medio circulo.—Este cen-
tro de gravedad, se lo encuentra por medio de la expresion:

OG ;‘ R 04244 R

en la que OG es la distancia del centro del circulo al centro
de gravedad, llevado sobre el radio perpendicular al diametro.

Rectificacion de un arco circular.—En la resolucién de los
casos anteriores, se necesita conocer un meétodo para rectifi-
car un arco de circulo; he ahi:

Sea el arco CB que vamos a rectificar, fig. 35.
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Por C se traza una tangente indefinida, CE; luego la

cuerda BC, que pasa por los extremos del arco, que se pro-
longa hasta el punto D, de manera que DC sea Igual a

= CF. Del punto Dy con un radio DB se traza el arco

BE, que corta a la tangente en
el punto E. Entonces CE es
igual a la longitud del arco CB.

Este resultado es aproxima-
do, pero el error cometido, con
este trazado grafico, es tan pe-
queno, 4 minutos en cada 60°,
que se acepta como suficiente-
mente exacto en todos los ca-
sos de la practica.

33.—Centro de gravedad de un segmento de circulo.—En
la fig. 36, sea el segmento de circulo ach, del que vamos a
buscar el centro de gravedad. ODbservando la figura se nota
que Oc es un eje de simetria y que por lo mismo el centro

de gravedad esta sobre esta linea. Y tambien estara en el
punto de aplicacion de la resultante de las dos fuerzas para-
lelas y de sentido contrario; iguales, la una al area del sec-
tor Oach y la otra, al area del triangulo Oah.

Entonces tracemos ¢ {d por el centro de gravedad del
triangulo Oab y pongamos (jd a escala y proporcionalmente
al area del sector circular Oach. Se traza, ademas, (.,et por
el centro de gravedad del sector y proporcional al area del
triangulo Oab. Unamos de, que corta, esta linea prolongada,

al eje de simetria Oc en el punto G, que es el centro de gra-
vedad buscado.
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34 Centro de gravedad de un trapecio circular.—Asi
como hecho antes, se descompone ei trapecio circular abcfed,

fig. 37, en trapecios pequeios de manera que cada una en
ellos pueda asimilarse, con suficiente exactitud, a un trapecio

rectilineo, cuyo centro de gravedad sabemos ya hallar. En
el trapecio sombreado de la figura se ve que:

AL R

Al
b

luego las longitudes de sus bases pueden ser substituidas por

los radios respectivos.
Como el trapecio es isdsceles, bastara llevar a partir del

eje de simetria bO, en la tangente al arco exterior, el seg-

R . :
mento }+ = bf, y en la tangente al arco interior el seg-

Ja

X
mentoé A-|- R — ek, y la recta de union de los extremos /

y k corta al eje Ob en ei centro de gravedad ¢, del trapecio
sombreado. Los centros de gravedad de todos los trapecios
parciales forman el arco ih cuyo centro de gravedad G, es el

buscado, que se determina como se explico en el numero 27,
al tratar del arco de circulo.

35.—Centro de gravedad de una figura cualquiera.—Si
tenemos una superficie de forma cualquiera, se divide en pe-
quenos elementos de forma geométrica que se reemplaza por
fuerzas paralelas entre ellas y de magnitud proporcional a la
superficie elemental correspondiente.

Se tiene entonces una serie de fuerzas paralelas, que se
determina la resultante para dos direcciones diferentes tal co-
mo hemos explicado, al tratar del centro de gravedad de un
poligono cualquiera, numero 26. Ei punto de interseccion de
las dos resultantes es el centro de gravedad buscado.
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CAPITULO IV

Pares

36.—Un par es un sistema de dos fuerzas paralelas,
iguales y de sentido contrario.
La distancia entre las dos fuerzas es el brazo de palanca

del par.

El momento de un par es el producto de la intensidad
de una de las fuerzas, por la longitud del brazo de palanca.
La magnitud de la fuerza se mide a la escala de las fuerzas vy
el brazo de palanca a la escala de las longitudes.

37.—Pares equivalentes.—Cuando se tiene un par y dos

rectas paralelas, se puede reemplazar este par por otro equil-

valente, formado por dos fuerzas que tienen como lineas de
accion las dos paralelas dadas.

Sea el par ab y be y las dos pa-

ralelas ¢d y de; Fig. 38. Prolon-

AC guemos las lineas de acciéon del par
hasta que corte a las paralelas, lue-
q J0 seune estos puntos m y n.

Tracemos el dinamico ABC, por
el extremo A se dibuja una paralela
tig. a las paralelas dadas cd y de, y por
B se traza una paralela a la linea
mn; el puntodeinterseccion determina el polo del dinamico,
con el queyaesta trazado el funicular correspondiente. Por
el teorema fundamental de Estatica Grafica se sabe que, todo
sistema de fuerzas se puede reducir a dos, cuyas lineas de ac-
cion son las dos paralelas y que son tambien los lados extremos
del funicular y por magnitudes los radios polares AP y PC.
El sentido del par se indica en la figura con las flechas.

38.— Un par no tiene resultante.—Sea el par ab y Dbe,
fig. 39. Supongamos que tenga una resultante R; por medio
de la construccién anterior formemos el par equivalente cd
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y de. Los pares; siendo equivalentes, sus resultantes deben
ser también equivalentes; es decir, iguales, paralelas y del mis-

mo sentido.
Solo la condicion de igualdad se cumple: luego las resul-

tantes R y R' no son equivalentes; pero como los pares que
se suponen representarlas tienen el mismo momento, se dedu-
ce que un par no puede reemplazarse con una fuerza Unica,
O Sea que un par no tiene resultante.

39.— Traslacion paralela de una fuerza.—Se puede tras-
ladar una fueza F, fig, 40, que actua en un punto a, a otro
punto b, aplicando ademéas wuna fuerza F' igual, paralela vy

de sentido contrario a F. Las

L - fuerzas F y F' forman un par,
| que es el par de traslacion de la

f fuerza F al punto b.
— - £ No se ha alterado el estado
40 F N cuerP®» puesto que las dos
A fuerzas F y F' aplicadas en el

punto b se equilibran.

El sistema se ha convertido, pues en el formado por una
fuerza, F', aplicada en- bt que con la primitiva, F, aplicada en
a, constituye el par, de momento

M= F.d

y la fuerza F, aplicada en bt que substituye a la dada.
Cuando se trata de un sistema de fuerzas, se determina

primero su resultante y se traslada ésta como si se tratase
de una fuerza aislada.
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CAPITULO V

Momentos

40.—El momento de una fuerza con relacidn a un pun-
to, es el momento del par de traslacion de esta fuerza en es-
te punto; o también se dice, que es elproducto de la mag-
nitud de esta fuerza por su distancia al punto.

Teorema de Varignon.—La suma algebraica delos momen-
tos estaticos de todas las fuerzas de un sistema situadas en un

plano, respecto de un punto cualquilera, es igual al momento
estatico de su resultante con relacion al mismo puntoe

Para el caso de que el sistema seconvierta en un par,
el momento de este es igual a la sumade los momentos de

todas las fuerzas del sistema con relacion al punto conside-
rado.

Para hacer simple la figura consideremos sélo dos fuer-
zas de diferentes direcciones F, y FO, fig. 41, con el mismo
punto de aplicacion A. El mo-
mento estatico de una fuerza
puede representarse, por el
area deun paralelogramo o por
el dobh del area de un triangu-
lo, pues es el producto de dos
dimensiones.

Hallemos primero la resul-
tante, R, y unamos los vertices A, B, C, D del paralelogramo

de las fuerzas con elpunto O tomadocomo eje de momentos.
Losmomentos de lasdos fuerzas dadas, F, y F, son:

M,

2 A ABO

AO X h,

M, = 2 A ADO = AO X h

Sumando estas Igualdades, resulta:
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M M AO(h + hj
El momento de la resultante es:

M Z2A ACO = AO X h

de la inspeccion de la figura da:

h, -j- h, h

luego sera:
M

Este mismo procedimiento se aplica cualquiera que sea el
niamero de fuerzas.

41.— Teorema.—El momento estatico de un sistema de
fuerzas situadas de unmodo cualquiera en un plano, respecto
de un punto dado, es igual al producto de la distancia polar de
su resultante por el segmento que los lados extremos del funi-
cular determinan sobre la recta paralela a la resultante trazada
por el punto tomado como eje de momentos.

Supongamos un sistema cualquiera de fuerzas, nos pro-
ponemos determinar el momento de su resultante R con re-
lacion a un punto O, fig. 42.

Para simplificar la figura vamos a considerar solo la por-
cion de funicular relativa a esta fuerza.

Del punto O se traza una para-

A lela a la fuerza R; a esta paralela
corta los lados extremos del funi-

cular, en los puntos by c. Luego

P > P se dibuja la distancia ad de la fuer-
) "dB za al punto O y la distancia po-

[ lar DP.
| jo. 42 L °s tridngulos semejantes abe y

ABP dan:

be : AB :: ad : DP
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e X DP=ABX ad=RX"»=* R
por lo tanto
(MR = be X DP

be se mide a la escala de las fuerzas y DP a la escala de
longitudes, o inversamente.

42 .—Momento de fuerzas paralelas con relacion a un mis-
mo punto.

Este caso es el que se presenta generalmente en la prac-
tica, y por lo mismo vamos a desarrollarlo completo.

Sea un sistema de tres fuerzas paralelas abt be y cd, fig.
43. Tracemos el dinamico y el funicular de polo P, La
distancia polar es PE. Vamos a encontrar los momentos con
relacion al punto m.

Para el momento de la resultante, segun el teorema ante-
rior, se tiene que los lados extremos del funicular, limitan al

segmento (s, que es paralelo a las fuerzas, trazado por el pun-
to mt en los puntos gy st luego

(MR = gs X PE

se mide s a la escala de las fuerzas y PE a la escala de las
longitudes.

Para encontrar el momento de la resultante parcial de las
fuerzas ab y bcf se procede de igual modo: el segmento trazado

por m limitan los lados prolongados a y c del funicular, que
son los extremos, en gy I, luego
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ffl.(ab 4- be) = gr X PE

ASlI mismo el momento de < con 1ielacion al mismo
punto es:

(ab) = gn X PE

Vemos que en todos los casos, se tiene el factol comun
PE, o sea la distancia polar; si hacemos esta distancia igual a
la unidad habremos simplificado los calculos, que es lo que

se aconseja.
De aqui se deducen los siguientes corolarios:

43.—Corolarios. lo. En el caso de fuerzas paralelas,
los momentos con relacion a cualquier punto, son directa-
mente proporcionales a los segmentos que los representan,
trazados en los distintos funiculares.

20. En dos cualguiera de los funiculares que pueden
trazarse, para un mismo sistema de fuerzas paralelas, los
segmentos limitados por lados homologos de dichos funicu-
lares, son inversamente proporcionales a las distancias pola-
res respectivas.

44 —Escala de -momentos.Hay casos en que no Se
puede escogerarbitrariamente la distancia polar, entonces es
conveniente construir una escala de momentos en funcion
de la distancia polar.

Sobre uno de los lados de un angulo
cualquiera, se toma OL igual a la uni-
dad de longitud; asi mismo, a partir del
punto O se toma OD igual a la distan-
cia polar, fig. 44,

Sobre el otro lado se hace que OF
sea Igual ala unidad de fuerza.

Entonces se une Dy F, y por L se traza una paralela
a la DF que nos determina el punto M. La distancia OM
nos da el valor de la unidad de momento.

Cuando la unidad de fuerza no es apreciable graficamen-
te, se toma 10 o mas veces, es decir 10 o mas kilogramos,
y el trazado se hace como antes; en este caso el punto M,

lig, 43, no nos da la unidad de momento, sino 10 o mas
unidades.
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45.—Ejemplo de aplicacion.—Encontrar el momento de
un sistema de fuerzas con relacion a un punto.

Sea un sistema de seis fuerzas, gue tienen como Inten-
sidad:

ab = 360k be 200k cd = 300k

220\

de = 150Kk ef 250Kk fg

Todas las fuerzas son verticales, a excepcion de la pri-
mera y de la segunda; que son inclinada la una y horizontal
la otra; de manera que las tres fuerzas ab, be, cd, forman el
triangulo ABC vy definen un mismo sentido al recorrer el pe-
rimetro. Se desea encontrar:

lo. La resultante del sistema en magnitud y sentido;

20. Calcular la escala de momentos;

30. El momento del sistema con relacion a un puntom
tomado sobre la linea de accién de be; que es horizontal;

40. El momento de las tres primeras fuerzas, ab, bey
¢cd, queforman en eldinamico un triangulo, con relacion a
un punto n, tomado sobre la linea de accion de la fuerza Dbe.

lo. Para encontrar la resultante del sistema, tracemos
el dinamico ABCDEFG,; las tres primeras fuerzas forman un
triangulo cerrado, su suma geometrica es nula; entonces la
resultante del sistema se reduce a la suma de las fuerzas:

de -f ef + fg = 150 + 250 + 220 = 620 k.

De un polo cualquiera P, tracemos los radios polares
1, 2, 3, 4, 5 6, 7y paralelamente a éstos los lados del fu-
nicular I, 2, 3, 4, 5, 6, 7. La resultante queda determinada

por la interseccion de los lados extremos 1y 7 y por la mag-
nitud DG del dinamico.

20. Escala de momentos. La escala de las longitudes es
de 1:100 y la de las fuerzas 1 cm. es igual a 100 kilos, con
estos datos calculemos la escala de los momentos:

Sea y la escala de los momentos;

V- la escala de las longitudes (0,01 por metro);
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a = —=x = 10-*

10

3 la escala de las fuerzas (O.Ol por 100 k.).

3= o = 10-1

por lo tanto se debe tener:

d X - =dXvX"?®X /14

en la que d es la ordenada que se quiere medir y A es la

distancia polar.
Si se mide d y A en su verdadera magnitud, se tiene:

(A = 0.04)

«

« 10--X 10-1 10-'; |
0.04 4 X 0.01 4 X 101

4 X 10

Se puede también proceder graficamente. Del veértice R
de un angulo cualquiera y sobre uno de los lados, se lleva
la unidad de longitud RL = 1m. y la distancia polar A= RP.
Sobre el otro lado se lleva la unidad de fuerza, pero como
no es graficamente apreciable, hacemos RF = 500 k.

Unamos P y F y por L, extremo dela dimension gra-
fica de la unidad de longitud, se traza una paralela a PF vy

queda determinada la magnitud RM que representa 500 uni-
dad de momento, o sea, 500 Kgm.

Con esta- medida se traza la escala de momentos.
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Pues RM = 0.0125 = 500 Kgm.; o lo que es lo
mismo. 1 cm. = 400 Kgm., que es el valor deducido de la
formula anterior, pues 7 = 40.000

30. Conocida la escala de momentos, vamos a determi-
nar el momento del sistema con relacion al punto m tomado
sobre la linea de accion de be. Por el punto m, tracemos
una paralela a la resultante; esta paralela corta en 5y t a los

lados extremos del funicular, 1y 7.
La ordenada st medida a la escala de los momentos, nos

da el valor del momento buscado:
(M(R) = st = 1.900 Kgm.

o tambien, si st medimos a la escala de las fuerzas y A a la
de longitudes:

m (R) = st X A= 475 X 4 = 1.900 Kgm.

Se comprueba tambien multiplicando el valor de la re-

sultante R por la distancia de su linea de acciéon al punto con-
siderado:

UM(R) = 620 X 3.08 = ~1.909 Kgm.

La diferencia depende en que la distancia 3,08 no esta
exactamente apreciada, es un poco menor, pues la escala es
muy pequena.

40. Determinemos, ahora, el momento de las tres fuerzas
ab, be y ¢d con relacion al punto n, sobre la linea de accién de
be. EIl momento de esta fuerza con relacion a tl es por cons-
truccion nulo.

No quedan sino las dos fuerzas, la ab y cd.

Tracemos el dinamico de estas dos fuerzas, trasladando
la fuerza AB a B'C. Los radios polares son \\ 3 vy 4,

| Anadamos al funicular, el lado P, trazando de la intersec-
cion del lado 3 con la fuerza ab.

El punto hf interseccion de los lados extremos P y 4, da
la Bo[ssici()n de la resultante bcT= ab -j- ¢d y cuya magnitud
es B'D.
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El momento buscado, es el momento de b’c con relaciéon
an De este punto se traza una paralela a BfA, a la que

cortan los lados extremos Vy 4 en Uy Vv, respectivamente.
La distancia uv medida, no a la escala de momentos,

porque la distancia polar ha cambiado, sino a la escala de
las fuerzas multiplicado por la nueva distancia polar A, me-
dida a la escala de las longitudes, da el momento buscado.

a¥(ab + cd) = uv X = 550 X 0,8 = 440 Kgm.

Este procedimiento es largo e incomodo, puesto que se
necesita el trazado de un nuevo dinamico y funicular y el

punto de interseccién h sale fuera de los limites del papel.
Es mejor operar valiendonos del siguiente razonamiento:
El momento, con relacion a /), de las tres primeras fuer-
zas es lgual al momento de todo el sistema, menos el momen-

lo de las tres ultimas:
R) —¢¥(de + ef + fg) = kl — j| = —jk

Como se ve por el signo, el momento de la resultante es
menor que el momento de las tres ultimas fuerzas.

Midiendo con las respectivas escalas da:
Jk X A= nO X 4 = 440 kgm.

Ademas, al considerar el triangulo del dinamico ABC, es
un poligono cerrado que corresponde a un funicular que no se
cierra, luego el sistema de las tres fuerzas se convierte en un

par, cuyas lineas de accion son be y b'c".

El momento de este par debe ser igual al momento en-
contrado anteriormente:

be X mm*= 200 X 2,2 = 440 kgm.

Por la misma definicion de par de fuerzas se deduce que
SU momento es constante cualquiera que sea el punto consi-
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;erado; en efecto, si consideramos de nuevo el punto M, el
momento de las tres primeras fuerzas con relacion a este

punto es:

(R) — iIM(de + fg) = st — sp = pt

pt = |k = 440 kgm.

NOTA.—Nos hemos detenido en el estudio de este ejemplo nu-
merico, por cuanto en él se presentan una variedad de aspectos de las
propiedades de los funiculares y hace que el alumno, cuando dibuja el
ejercicio a escala, recuerde estos diferentes casos.

Momentos de inercia de un sistema de fuerzas

PARALELAS

46.—Por Resistencia de Materiales se sabe que el mo-
mento de inercia de una superficie, con relacion a un eje cual-
quiera, es la suma de los productos que se obtiene, al multipli-
car el area de cada elemento de la superficie por el cuadrado
de su distancia a dicho eje.

Anteriormente hemos definido el momento estatico, como

el producto de una fuerza, por su brazo de palanca; y se ex-
presa asi:

c"F X X

en la que /M es el momento, F la fuerza y X el brazo de pa-

lanca. Multiplicando este producto, nuevamente por la dis-
tancia X, se obtiene la expresion:

(F X X) x = F X X-
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que es el momento cie inercia de la fuerza F respecto del eje
dado, que se designa por la letra I; luego:

1(3 F X x-
47.—Vamos a determinar graficamente el valor de |,
para un sistema de fuerzas paralelas, que pueden ser represen-

tativas de pesos, superficies y volumenes.

Sean las fuerzas, ab, be, cd y efe, fig. 45.
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Primero se traza el dinamico AE de las cuatio fuerzas
paralelas ab, be, cd y de, con un polo cualquiera P se dibuja
el funicular correspondiente 1, 2, 3, 4. [Entonces se traza el
eje YY,; con relacion a este vamos a determinar el momento
de inercia. Para lo cual se prolongan todos los lados del fu-
nicular, que cortan al eje YY en los puntos h, I,], ky L Los

triangulos Thu 2ij. formados por cada dos lados sucesivos
del funicular con el eje YY son semejantes a los triangulos co-
rrespondientes del dinamico ABP, BCP ... etc.,, de donde se

deducen las relaciones siguientes, Illamando A la distancia
polar:

X, . hi::A:AB; X2:1 . A:BC
de donde
AB .x1 = A.hi BC .x, = A.l

de una manera general se puede poner:

AB . x(+BC . xQ-J—....... — S F . X

representa F a todas las fuerzas del sistema.
Si inspeccionamos la fig. 45 se encuentra que:

hi 4] — jk — Kkl = hl =y

tomando siempre la suma geométrica de los segmentos.
El momento estatico de todas las fuerzas sera:

x (AB -]- BC -f- ... ) = SFEF.XxX = M =A.y

Ahora a los segmentos hit ij, |k, Kkl, les consideraremos
como fuerzas, que actuan segun las mismas lineas de accion
de ab, be, ¢d, de y con un polo arbitrario P', resulta el fufii-
culai uv, trazado en puntos. Como antes, prolonguemos los
lados de este “funicular hasta que corten el eje YY en los pun-
tosh,i,],k,l. También estos lados del funicular con el egje,
forman los tridangulos |'1*K, 27/"......... gque son semejantes a
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los correspondientes del dindmico P'iht P'ij . llamemos
y a la distancia polar de este dinamico, se tiene:

X, . i'"h" o A" ihyox, o' s AN L
0 también
xr th = A" i'h"; x2. 1} = A\ 1" (1)

Por la interpretacion grafica de momentos, demostrada
en el numero 41 se tiene:

ab) x, = A* 1b 0 iH A
(ab) AXI

y considerando la siguiente fuerza, se tiene de una manera
analoga:
(be) xL
A

sustituyendo estos valores en las ecuaciones (l) resulta:

(ab). xX? = AA i'h’
y también
(be), xI = AA I

de estas ultimas ecuaciones por sumacion, sale:
(ab) x? + (be) x* + ... = AA I'h" + 1) + . )
y como la suma de los segmentos

i'h" + i')" + j'’k" + k'I' = h'l' = Z,
se tiene:
| = S F. x- = AA. Z (2)

De suerte que: el momento de inercia de un sistema de
fuerzas paralelas es igual al producto de las dos distancias
polares, por el segmento que determinan los lados extremos
del-segundo funicular en el eje de momentos.
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En la expresion A A'. Z se medirda A con la escala de las
fuerzas, y las magnitudes A" y Z con la escala de las longi-

tudes. o - N A
'y”™nibién se puede probar c™e™ en el c3so de supeilicieS)

el momento de inercia es igual al producto del area de la sec-
cion dada, por el area comprendida entre el funicular, sus
lados extremos y el eje de momentos; siempie que la distan-

cia polar sea la mitad del area dada:
| = A A (3)

A representa el area de la seccion dada y A el area del
funicular, dada como en el enunciado anterior.

48.—Ejemplo. Vamos ahora a aplicar, las propiedades
que acabamos de enunciar relativas a los momentos de iner-
cia, a una superficie cualqguiera. Sea por ejemplo, la seccidn
horizontal de una pila de puente, como la indicada en la fi-
gura 46.

Para lo cual se toma un eje de momentos Y Y,; como
se pide el momento minimo, debemos tomar el eje que pasa
por el centro de gravedad. Luego se divide la seccion en
fajas muy estrechas, haciendo que estas divisiones sean pa-
ralelas al eje; estas superficies asi descompuestas, se conNsi-

deran como fuerzas paralelas aplicadas en sus respectivos
centros de gravedad.

Las dimensiones son: 10 metros de largo por 3.50 m.
de ancho; los extremos estan conformados con superficies
curvilineas, como se indica en la figura 46; tiene un area de
30.34 metros cuadrados. Esta dividida la seccion en 8 par-
tes, cuyas areas estan representadas por las fuerzas ab, be...
etc. Formemos el dinamico depolo P y el funicular corres-
pondiente rs; pues la distancia polar lo hemos hecho igual a

la mitad del area total, = 4 = 15.20 metros cuadrados.

Entonces se traza el segundo funicularttv de polo P', cuya
distancia polar es arbitraria eiguala V = 2,55 m., y se
determinan los puntos de interseccion de los lados extremos

con el eje de momentos YY, el que medido a la escala de las
longitudes da un segmento Z 8§ 5.05 m.
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Segun

ESca los
longitud 1120 fuerzas

fig. Aj

A A Z= 152 X 2,55 X 5,05 =
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la formula (2) numero 47, tenemos

195,74 m 4.

Siempre el momento de inercia esta representado por el
e la distancia al eje,
Imensiones.

producto de un area por el cuadrado d

O S€a C

Ca
cuentra:

ue es una magnitud de cuatro o

culando segun la formula (3),

A= 3034 mv

el

nuamero 47, se en-
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y A', 0 sea el area comprendida entre el primer funicular vy
los lados extremos, es igual a 6,45 metros cuadrados; que se
mide en el dibujo segun la escala adoptada entonces:

| = A X A" = 30,34 X 6,45 = 195,70 mA

Advirtiendo que se cumplio la condicion de que la distancia

polar A =4 = = 1520 m*-
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CAPITULO VI

Reacciones de los apoyos

49.—En las vigas de cualquier clase, cuando actuan
cargas concentradas o repartidas, ejercen sobre sus apoyos,
presiones, las que desarrollan reacciones, que son iguales vy
opuestas.

Las presiones podemos conocer de antemano, y las otras,
las reacciones de los apoyos, son las que vamos a determi-
nar para los diferentes casos que se presentan en la practica.

Diferentes clases de apoyos,—Los sistemas de apoyos que
generalmente se usan en la practica son de tres clases:

lo—Apoyos libres o apoyos simples;

20—Apoyos articulados, en charnela o giratorios;

30—Apoyos solidarios o empotrados.

Haremos una breve descripcion de cada uno de ellos.

lo.—Apoyos libres.—A esta clase pertenecen los simple-
mente apoyados, como el caso de una viga, o0 que tienen me-
canismos especiales que se emplean en las estructuras, por
medio de los cuales se realizan movimientos paralelos al pla-
no de sustentacion, o tambien por medio de rodillos o esferas,
que se hallan comprendidos entre dos placas paralelas; o
pueden ser también, por medio de superficies en contacto por
un solo punto, siendo la superficie de sustentacion plana vy
la del apoyo curvilinea. Estos movimientos, tienen lugar en
la dilatacion o contraccion que sufren las estructuras cuando
estan sujetas a cambios de temperatura o0 a cargas variables.

20— Apoyos articulados, son los que estan constituidos
por un gozne fijado de una manera invariable sobre la super-
ficle de apoyo; pudiendo esta extremidad sufrir variaciones an-
gulares y la reaccion correspondiente podra, por lo tanto,
adoptar una direccion cualquiera, pasando siempre por el cen-
tro de la articulacion. Entonces, en este caso, la reaccion es

desconocida en magnitud y direccion, pero se conoce Su punto
de aplicacion.
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30. Los apoyos solidarios o empotrados, estan unidos
firmemente al plano de sustentacion, sin permitirles ningun
movimiento, ni cambio de orientacion de un plano cualquiera.
Quedando invariable y por consiguiente, sin rotacidon ni des-
plazamiento.

En la practica, estos empotramientos se realizan por me-
dio de pernos de anclaje, en las estructuras metéalicas; o por
medio del mortero en las bdvedas de mamposteria y en las
vigas, cuando estan fuertemente aseguradas dentro del muro.

En este caso, como la superficie de apoyo se supone
Invariable, es necesario que las reacciones sean de tal naturale-
za que puedan equilibrar a las fuerzas exteriores. Ahora,
estas fuerzas pueden reducirse, como ya sabemos a una fuer-
za Unica y un par. De donde resulta que, hay que determinar
tres incognitas cuando se hace el analisis de estas estructuras.

50.—Se dice que una estvuctura es estaticamente deter-
minada, cuando el numero de ecuaciones de equilibrio es igual
al numero de incognitas: como son tres estas ecuaciones, de-
ben ser tres las incognitas. A estas estructuras se les llama
Isostaticas.

Si el numero de incognitas es inferior a esta cifra, el
cuerpo no esta en equilibrio.

Si el nUmero de .incognitas es superior a tres se dice en-

tonces que el sistema es estaticamente indeterminado o hipe-
restatico.

Para solucionar esta dificultad, se expresa las condiciones

suplementarias, por medio de las formulas de deformacidn o
elasticas.

En suma, se puede decir, para que las reacciones de los
apoyos sea posible determinar, solamente con la ayuda de las

leyes de la estatica, es necesario que el cuerpo pueda defor-
marse libremente.

Aplicaremos los conocimientos de Resistencia de Mate-

riales, en el calculo de las diferentes clases de vigas que se
emplean en las construcciones.

El objeto de estos calculos es verificar la estabilidad de
una construccion existente o de determinar las dimensiones
necesarias en un proyecto de construccion, para que el trabajo

del material empleado no exceda del limite que nos da la
experiencia.
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De las consideraciones anteriores resultan dos grandes
divisiones de las vigas: las vigas isostaticas y las vigas hiper-

estaticas.

Las primeras comprenden:

lo—Las vigas empotradas en un extremo y libre en el
otro.

20—Las vigas rectas que descansan en dos apoyos
simples.

30—Las vigas voladas o salidizas, que son las que re-
posan sobre dos apoyos simples que no corresponden a los

extremos de la viga; v,
40—L0Ss arcos con tres articulaciones.

Las segundas o las hiperestaticas, que son las que no
se pueden calcular estaticamente comprenden:

lo—Las vigas empotradas en una extremidad y apoyada
en la otra:

20—Las vigas empotradas en sus dos extremidades;

30—Las vigas, cuyo numero de apoyos es superior a
dos y se llaman vigas continuas;

4°.—L0os arcos con dos articulaciones, en cada uno de
los apoyos y los arcos empotrados en sus dos extremos.

51.—Las ecuaciones de equilibrio estatico son:

lo—Suma de las proyecciones horizontales de las fuer-
zas es Igual a cero;

20—Suma de las proyecciones verticales de las fuerzas
es igual a cero;

3o0—Suma de los momentos, con relacibn a un punto
cualquiera del plano, es igual a cero.

Las proyecciones de las fuerzas, se hace con relacion a
dos ejes rectangulares situados en el plano.

En los problemas que siguen, se consideraran los apo-
yos como libres, a menos que se indique lo contrario.
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52.—Determinacion grafica de las reacciones de 10S apoyos
en una viga simple.

Sea la viga X Y que reposa simplemente sobre dos apo-
yos de nivel, en la que actuan tres fuerzas, ab, be, cd, dispues-
tas de un modo cualquiera y que conocemos su magnitud

posicion y sentido.

Se traza primero el dindmico ABCDEA y con un polo
arbitrario P se dibuja el funicular correspondiente, teniendo
cuidado que, el primer lado corte en punto cualquiera a la li-
nea de accion de la reaccion izquierda, y el dltimo lado del
funicular corte a la reaccion del apoyo derecho, fig. 47.

El problema se reduce, a convertir el sistema dado de
fuerzas en otras dos, cuyas lineas de accion pasan por los
apoyos de la viga, X y Y, a las que se les cambia de sentido
para formar un sistema en equilibrio. Entonces, el dinamico
y el funicular debe cerrarse.

Por los puntos de interseccion del primero y ultimo lado
del funicular, con las lineas de accion de los apoyos izquierdo

y derecho respectivamente, se traza el lado de cierre vy por
el polo P una paralela a este lado que corta el dinamico
en el punto E. Este punto determina las magnitudes de las
ieacciones: DE para el apoyo Y; EA para el apoyo X; con

0 que se cumple la condicion de que el dinamico y el funicu-
lar se clerren.

Cuando la carga es uniformemente repartida o que esta

simetricamente dispuesta, las reacciones son iguales entre siy
de magnitud igual a la mitad de la carga total.
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53.—En el ejemplo que acabamos de dar, hemos con-
siderado los apoyos como simples y las fuerzas, verticales; pero
sucede con frecuencia, que cuando se hacen los céalculos de
una estructura cualquiera, no solo debe considerarse la carga
vertical que casi siempre es la permanente; sino también aquella
que, aun cuando pasajera, puede desarrollar esfuerzos dignos
de tenerse en cuenta: como es el empuje del viento sobre la
cubierta de un edificio, esfuerzos que habra que afnadir a los
encontrados con la carga permanente.

Daremos los diferentes casos que se presentan en la
practica:

Caso I—Armadura jija en sus dos soportes.— Cuando
el techo no es muy iInclinado, de manera que la carga resul-
tante, incluido el empuje del viento, sea aproximadamente
vertical, las reacciones pueden suponerse paralelas la una a
la otra, y por consiguiente paralelas a la resultante; puesto
que se recordard que esta estructura es estaticamente indetermi-

nada, es por esto gue nos vemos obligados a hacer esta
hipotesis.

En el caso de una cubierta muy inclinada, o cuando la
carga resultante hace un angulo de consideracion con la ver-
tical, la hipodtesis de paralelismo de las reacciones, a la resul-
tante total, puede conducir a resultados absurdos.

La hipotesis que mas se aproxima a la verdad, puesto
que el caso es indeterminado, es la de que las componentes

horizontales de las reacciones de los dos apoyos deben ser
iguales.

Si se supone rigida la armadura, con apoyos igualmente
elasticos y que no debe entrar en accion a mas de la componen-
te horizontal, ninguna otra fuerza, que cause o tienda a destruir
los apoyos. Esta hipotesis sera la Unica aceptable; puesto que,
los apoyos ceden igualmente, las fuerzas horizontales que

son las que causan este movimiento, deben ser tambiéen
Iguales.

Cuando la estructura no esta solidariamente unida a sus
apoyos, las condiciones seran semejantes al caso I, siempre

que el peso y el frotamiento sean suficientes para impedir el
movimiento.
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Asi en el ejemplo de la figura 48, la armadura esta su-
jeta al empuje del viento del lado de la i1zquierda, empuje que
siempre se le supone uniformemente distribuido, y que vya
Indicaremos |la manera de calcular el empuje total, como tam-

bién la componente normal.

Entonces la resultante actua en la mitad de la vertiente
izquierda, o sea segun be. Como hemos dicho, en este caso
las reacciones se las supone paralelas a la resultante. Se
traza el dinamico y el funicular. EIl lado de cierre e del fu-
nicular y el radio polar correspondiente determinan las mag-
nitudes de las reacciones: DE para el apoyo derecho y EA
para el apoyo izquierdo.

Caso Il.—Un extremo. de la armadura descansa sobre
rodillos o cualquier otro dispositivo que le permita dilatarse.
Si despreciamos el frotamiento que se desarrolla en el me-
canismo, la reaccion en este extremo libre debe ser vertical.
El frotamiento en el extremo libre, debe interpretarse asi:
primero se determina las reacciones en la suposicion de
que ambos extremos son fijos. Si la reaccion en el apo-
yo libre hace un angulocon la vertical menor que el
angulo de reposo, estas reacciones son las verdaderas. Si,
al contrario, la reaccion en el apoyo libre, asi determinada,
nace un angulo con la vertical mayor que el angulo de re-
00s0, deben determinarse de nuevo ambas reacciones, con
a suposicion de que la reaccion en el extremo libre hace un
angulo con la wvertical igualal angulo de reposo.

Para este caso, sea elejemplo de la fig. 49, enel que

el extremo derecho reposa sobre rodillos, si despreciamos el
frotamiento, su reaccion debera ser vertical.
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Se conoce la resultante, que es igual a la suma de
las tres fuerzas y actla segln be, puesto que son sime-
tricas: por el extremo del dinamico, por D, se levanta una
vertical hasta que corte el radio polar correspondiente al la-
do de cierre del funicular, en E; por este punto se une con

una linea al origen, a A. La magnitud para la reaccion
derecha es DE y para la de la izquierda es EA.



UNIVERSIDAD CENTRAL 153

La linea de accidon para el apoyo fijo se puede también
determinar teniendo en cuenta que, tres fuerzas no paralelas
en equilibrio deben tener un mismo punto de interseccion;
despues de lo cual las magnitudes se encuentran por medio
del triangulo de fuerzas. Este trazado esta indicado en el
diagrama por lineas de puntos.

Para el otro caso, en que el apoyo izquierdo es libre,
se hace la construccion de la fig. 50. Las magnitudes de
las reacciones son. DE para el apoyo derecho, y EA para el
izquierdo.

Se observara, que las componentes verticales de las reac-
ciones son las mismas en todos tres casos; entonces el resulta-
do de uno cualquiera de estos casos puede servir para resolver
los otros dos.

NOTA. Siempre debe cumplirse la condicion de que las reac-

ciones en los apoyos estan en equilibrio con las fuerzas dadas; por
consiguiente, debe corresponderles un dinamico y un funicular cerrados.

Empuje del viento

54.—EIl empuje del viento es de mucha importancia en el
calculo de tejados, chimineas, etc. En lo relativo a la direc-
cion del viento se hacen muchas hipotesis; pero nosotros para
simplificar el problema haremos que la direccion sea horizontal.

En la practica se toma como empuje maximo de 150 Ki-
los a 250 k/m’', ejercida en una superficie normal a su direc-
cion. Para superficies inclinadas, se tiene en cuenta la
componente normal del empuje, pues la que va dirigida tan-

gencialmente a la superficie inclinada no ejerce accion, ocu-
rriendo como si el viento resbalase, sin rozamiento.

Designemos por H el angulo que hace la cubierta con la

horizontal y L la longitud de la superficie atacada; su proyec-
cion vertical o sea normal al viento es, fig. 51
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AC — L .sen W

y el empuje del viento es:

P= p.L.sen W

en la que p es la presion del viento por unidad de superficie
normal a su direccion.

La componente normal de P sobre el tejado sera:

N = P.sen M= p. L. sen'W

Esta expresion puede construirse graficamente, asi: sobre
una linea perpendicular a la superficie AB, fig. 51, se lleva el
valor p. L igual al segmento CD vy se proyecta sobre la di-
reccion del viento, se obtiene el segmento, CE, que proyectado
nuevamente sobre el primitivo CD, da el CG, el cual como
se ve Iinmediatamente, representa el valor N = p. L. send®.

55.—Casos especiales de reacciones de los apoyos.-r—.
Marquesina fija en dos puntos de una pared vertical. Sea
la marquesina de la fig. 53, cuyos miembros son: SUV que
es horizontal y UT inclinado; fijos en un muro por los pun-
tos Sy T. Sobre el miembro horizontal actuan las cargas
ab, be, cd, cuya resultante es R.

Esta resultante con las dos reacciones debe formar un
sistema en equilibrio y por lo tanto ser concurrentes en algun
punto de R.

Hay una infinidad de puntos de concurso sobre la linea
de accion de R, lo que quiere decir que hay una infinidad de
soluciones o sea que las reacciones X y Y pueden adoptar
Infinitas direcciones; el problema es indeterminado. Las ecua-
ciones de equilibrio estatico son en inferior niumero que el de
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incognitas y la Estatica Grafica no puede resolver. Para con-
seguir la solucion, hagamos la suposicion de que la armadura
esta fija en T, pero simplemente articulada en S, lo que con-

duce a adoptar una reaccion X normal al muro; es decir, hori-
zontal.

Esto sentado, explicaremos los dos procedimientos que
permiten determinar las reacciones de los apoyos.

Primer' metodo.—Consideremos las tres fuerzas en equili-

brio. R + X — Y = O, de las que conocemos R en posicion
magnitud y sentido; X su. linea de accion, y, de Y sélo un
punto en el muro, el B.

Como las tres fuerzas estan en equilibrio, tienen que ser
concurrentes; en efecto R y X concurren en O, sobre la ba-
rra  horizontal SV. Ahora, Y debe también concurrir al
punto O; luego su linea de accion sera TO.

Entonces el problema se reduce a descomponer una fuer-
za R, que se conoce en magnitud y sentido, en otras dos cuyas
lineas de accion son dadas. Para dar la direccion propia de
las reacciones cambiaremos de sentido.

De las extremidades del dinamico, A y D se trazan para-

lelas a las dos lineas de accion. La interseccion E de estas
paralelas dan las intensidades de X y Y.

Sequndo metodo.—En la misma fig. 53, construyamos el
dinamico ABCD, con un polo arbitrario P; luego se traza el fu-
nicular correspondiente, trazando el primer lado por el punto T,
que es el unico que conocemos de Y. La interseccion Q del
primero y ultimo lado nos da la posicion de la resultante R.
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Observemos que el lado inicial y final del funicular, cor-
tan a las reacciones de los puntos T y Z. La recta que une
estos dos puntos, constituye el lado del cierre del funicular.

Del polo P, se traza una paralela a esta ultima linea.
Este radio polar intercepta en E a la horizontal trazada por
D, o sea, paralela a X.

Unamos los puntos E y A. Entonces las magnitudes
DE igual a la reaccion X y EA a la reaccion Y.

56.—Il.— Viga empotrada en uno de sus extremos.—
Una viga MN tiene una parte empotrada QM vy una parte
exterior QN, sobre la que actian fuerzas verticales ab, bey
cd que tienen por resultante R, fig. 54.

Este sistema de fuerzas esta en equilibrio con el sistema
de reacciones, que actuan sobre la parte empotrada MQ.

Estas reacciones tienen una resultante X que trasladamos
a Q por medio del par de traslacion.

Asi mismo se puede trasladar R al punto Q por medio de
un par.

Los dos sistemas, de fuerzas y de reacciones estando en
equilibrio, los dos pares de traslacion de las dos resultantes, en
Q, deben estarlo tambien; por consiguiente determinar el mo-
mento del uno es encontrar el momento del otro.

Despues de trazado el dinamico y el funicular de polo ar-
bitrario P, se encuentra en la interseccion de los lados extre-
mos la linea de accion de la resultante; estos mismos lados se
prolongan hasta encontrar a la linea trazada por Q y parale-
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la a R, que determinan el segmento ST, el que representa el
momento del par de traslacion de R al punto Q, es decir

§/[[ R = ST medido con la escala de momentos.

De manera que las tres fuerzas exteriores, desarrollan en
el punto Q:

lo. Una reaccion igual pero de sentido contrario a la
resultante; que es el esfuerzo cortante en este punto.

20, Un par, cuyo sentidoes el de las agujasde un re-
loj, equilibrado por el parde la reaccion sobre la parte em-
potrada QM, de sentido opuesto al anterior.

El valor comdn de los dos pares es el momento de flexion

en el punto Q.

57.—I1l.— Viga volada en sus dos extremos.—Sea la viga
de la fig. 55, cuyos apoyos son XY; en laque actuan cin-
cofuerzas como en el diagrama: la primera y las dos Uulti-
mas estan sobre los dos extremos volados.

Tracemos las lineas de accion verticales de las reacciones
Xy Y, luego el dinamico y el funicular correspondiente. Los
radios 'A y F que corresponden en el funicular a los lados a
y frcortan las lineas de accion de X y Y en los puntos my

n. La recta que pasa por estosdos puntos constituye el lado
del cierre delfunicular.

Por el polo P se traza la paralela a este lado de cierre,
que corta al dinamico en el punto G y eéste determina la

magnitud de las reacciones: FG es la magnitud para el apo-
yo Y y GA para el X

(Continuara)



