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TEORIA VECTORIAL

La teoria de vectores ha tomado en estos ultimos tiem-
p0S Una Importancia correspondiente a las ventajosas aplica-
clones de que es susceptible.

~Tratada como ciencia especial, va desarrollandose a me-
dida que se extiende el analisis puro de sus propiedades.

La Mecanica, la Grafoestatica como parte de esta, Ia
Electricidad en sus problemas de corrientes alternas, la Tri-
gonometria en la deduccion de sus principios emplean los
vectores y los conceptos vectoriales.

~Para que nuestros estudiantes puedan adquirir una Vi-
sion de conjunto, he querido condensar en este estudio, la

sintesis practica de la Teoria Vectorial.




TEORIA VECTORIAL

La teoria vectorial reposa en I3 idea del. movimiento: el
movimiento de un punto que ensgendra una linca
upongamos un punto, A que

~Se mueve y sea B Su situacion
nosterior en el espacjo: para ve-
nir de A a B, considerando las
diferentes, Posmlones SUGESIVAS,

C Inmediatamente relacionagas

con la anterior, estas diferentes posiciones habran engendra-
do la linea AB>

Para Ir desde A hasta B el punto puede engendrar las

lincas AMB, ANB .y ATB, siendo esta ultima una linca
recta, 0 sea, el camino mas corto entre A y B. ES este ca-
mino mas corto 0 sea la linea recta AB la que recorre un

punto  movil, para engendrar un vector AB. [as lincas
AMB, ANB y la recta”AB, son las trayectorias del punto.
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fif o3

Sl Sg )glrolon?a de lado é/_lado la recta AB, se obtiene
la recta XX' de fongitud Indéfinida que constituye la direc-
cion del vector. O00re a recta XX', un punto ‘movil puede

engendrar un vector yendo de X hacia X' (vector AB) o tam-
pien de X' hacia X (vector BA); hay, por tanto, dos sen-
tidos SODre una misma direccion:” al uno lo [lamamos positi-
vo, el contrario sera negativo. o

Considerando un mismo eje XXf o sea una direccion o
soporte de vectores, y tomando en cuenta que el movil va
de A a B, es decir, recorre yna distancia, |a distancia 0 1on-
gitud [€COITIA3 puede diferenciar un vector de otro, por tanto,
SU comparacion se hara mediante Una unidad 08 longitud.

Y ‘asi vemos que para definir perfectamente un - vector,
se necesita tomar en cuenta todos aquellos elementos que lo

personifican, es decir, que lo diferencian de los demas.
Un vector esta, pues, definido por los cuatro elementos:

10. Direccion.  El €)e XX que sirve de soporte.
20. Punto de aplicacion. El punto A de donde parte el

movil para engendrar el vector AB. . , ,

30, sentido. El que lleve para ir de A hagla B: sera
positivo si es el mismo™ que hemos convenidp, asi, en €l eje
respectivo (por ejemplo de X hacia X'); sera negativo si &s

el contrario. . . .
40. magnitud. . ES la distancia, medida con la longitug

unitaria, entre el origen o punto de aplicacion A, y el punto
B 0 extremidad del vector.

~Para Indicar que se trata de un vector, se emPIea |2 ano-
tacion AB: A es el origen, B la extremidad y la barra
completa la 1dea convencional del vector as.

Representacion de un vector

- Un vector AB, se lo representa graficamente por un tro-
0 AB .de linea recta, en el cual se encuentran los elementos
necesarios para definirlo: A es el origen o punto de aplica-
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cion: B _la extremidad. nolc_ada
Por la flechas AB de orgnu

ual al .numero de_unld‘aacf qe
SU magnitud:; direccion, la de [a
recta "AB: sentido, el Indicado
por la flecha, de A (origen)

hacla B (extremidad).

Suma de vectores

Los vectores comparados entre ellos depen ser.
l0. Vectores Identicos: aquellos que tienen un mismo

origen y una.misma extremidad;  tales como AB y CD.
20" Equipolentes; los que tienen direcciones” paralelas,

Iquales sentidos y magnitudes; tales como EF y GH.
30.Par de vectores: se |la-
ma al grupo de vectores |J

. [KL cuyas direcciones son loara-
lelas, SuS magmtudes lquales v
de sentidos ¢

ntrarios.

Consideremos varios vectores
P,, Pjy Pn cuyos origenes o

—
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puntos de aplicacion en el espacio son cualesquiera; si CSCo-
Jetnos uno especial A, transportemos el vector P, por medio

de un equipolente AB: partiendo de la extremidad B trans-
portemos el vector P, por medio de un eqm'oolewte BC: des-
de la extremidad Crtransportemos en CD el vector Pn: por

convencion, yn vector AD cuyo origen coincide con el ori-
gen A _del primer vector y cuya ex{femidad coincide con la
extremidad D del ultimo vector, se llama suma geométrica de

los vectores considerados.

~ Fara obtener la suma geometrica de los vectores
P| f- P, -|- Pn = R hemos colocadlo, partiendo del punto

A, vectores equipolentes P,, P.. . Pn, uno a continuacion
del otro, formando el contorno poligonal ABCD que toma el

nombre (& poligono oe vectores, en el cual, el vector x5
representa la suma geometrica.

En la fi%;. 3, Podeﬂos observar que la suma |
podiamos obtenerla construyendo el poligono AECD que equl-

vale @ P.2-P, -J- Pn, lo que prueba la propiedad conmuta-

tiva.

Asi mismo, el poligono ABCD cuya construccion nos
da el vector AD (suma geometrica), puede ser sustituido por
el poligono ACD, es decir el equivalente a R, -f- Pn, en @

cual la suma parcial de P, y P, esta reemplazada por R,
de lo cual se deduce:

lo. La propiedad asociativa.
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20, Un vector AD, es suma %eométrica de cualquier
nimero de vectores cuyo poligono S& encuentra cerrado  por

Al).
Casos particulares

DOS VECTORES

Los dos vectores P Ay P2fo
man en el punto A (%y. 92)f

suma geometrica P, -f- P> =

siendo R el vector AB; de I

misma manera se obtendria cons-

truyendo P2-" P} = R La
| construccion del conjunto nos in-
dica un paralelogramo, cuyas bases son P, y P,y del cual
la diagonal que parte de A, es la suma geometrica R.

;
R

TRES VECTORES

LLos vectores PIf P, P3 trans-
portados al punto A, no se en-
cuentran en un mismo plano,
pero, dos a dos, definen tres pla-
nos. En el punto A cologuemos
el vector en (fig. 10), a
continuacion en 6C el vector PO

y por ultimo en CD el vector Ps;
el contorno poligonal ABCD de-

fine en A5 un vector AU = p,

4- p_'+ |T

Si en lugar dei arreglo anterior, efectuamos la construc-
cion mediante las diferentes combinaciones:
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Todas ellgs con identica suma geometrica (el vector AD),
esta construccion no es otra que un-paralelepipedo formado so-

bre los tres vectores P, P, y P. como bases y del cual, Ia
%?egsonal que parte de A, es [a suma geometrica de los vec-

Diferencia de vectores

La diferencia de dos vectores P,, — P., = R, &S equiva-

lente a P, = R P2y se de-
duce de la construccionde la fig.
11, en la cual la suma P.,-(-R=
miv ¥ P(, es decir que la diferencia
geometrica de dos vectores, esta
representada por un vector R Cuyo origen se encuentra en I
extreénldad del substraendo y el Tinal en la extremidad del mi-
nuendo.

No hay que perder_de vista que las operaciones anterio-
[eS. SON meras construcciones que nos Indican resultados vec-
toriales con prescindencia de los puntos de aplicacion; asi, el

vector BC = R no se encuentrg aplicado en B: indica un vec-
tor equipolenteaplicable enalgun punto determinado por pro-
blemas " deaplicacion que severan mas tarde.

La diferencia geometrjca P, — P, = R, se la puede obte-
ner mediante a construccion del paralelogramo agllcado a la

suma, como se desprende de la ecuacion P, — P.2= P, +
(—P>) = R yla fig, 12, en ABC nos da el vector R




dn‘erenpla ?eometrlca deP, —P = R seg 1 13 construccion
L Pero si en €l punto A colocimos los dos vecto-

[ P efectuamos la suma, mediante la construc-
c?(s)n dgll parale) 3/gramo AEDC, fa d%agonaf\ AD nos da un

vector R' equipolente a R.

Multiplicacion de vectores

Por definicion se Ilama iroducto de dos vectores

é} )QD " cantidad
P 2A C0S a MUe es %ual al
producoee SUS magnifudes ap-

Solutas por el coseno del anqulo
que forman sus dweccmnes De
[0 que, se deduce que el signo
depende del angulo: posifivo
Para un angulo agudo Y nega-
VO para un optuso.

Representacion analitica
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PROYECCION SOBRE UN EJE:

Sea el ele xxg cortado por un plano P que se llama pla-
no director ﬁjlg. 11{). : : . P

Para proyectar un punto A del espacio sobre el gje x xr.
se traza un plano Q paralelo al plano director y que contenga
el punto A; ‘el punto a en donge e Plano Q eéncuentra ¢l eJe,

es, por convencion, la proyeccion del punto” A del espacio So-
bre e? eJe I x\

De lo anterior se deduce gue, todos los puntos que forman

el plang or tanto todas las icelas del plano, se proyectan
enpa sobr(g g/l lgje X X\ : oy

‘La proyeccion del vector AB sobre el gje x x\ s¢ ohtiene
mediante las proyecciones de los puntos A’y B, origen.y ex-
tremidad del vector. Esta proyeccion ab es un vector s~ con-

sideramos que un movil ficticlo ocupa sobre el %Je x xy 108
diferentes puntos proyectantes del movil que engendra el vec-

tor AB.

Por tanto, se puede decir c!')ue la proyeccion del vector AB
sobre el eje xx\ es el vector ab cuya direccion es la del eJe.

Teorema de Mubius

La proyeccion sobre un eje de la suma geometrica de vec-
tores, es igual a la suma algebrica de las proyecciones de los
diferentes vectores.
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En efecto; con3|deremos el contorno poligonal ABCDE

en ¢l cual los vectores AB -f- BC -]- CD. -f- DE, tienen como
suma geometrica %vector AE: i consideramos los vectores
;

proyectantes ab, cd, . de, .Jodos estos vectores que se en-
cuentran en una misma direccion sumados algébricamente  dan

Un valor ae que no es otro que el del vector ae proyeccion de
Ia suma geometrica de vectores. Si los vectores Son P,, P.,

v'R la suma geometrica, llamemos Px,, Px,, Px,, Pxn
Rx Ias Droyecclones respectlvas sobre el eje de x: tendremos

Rx = Px, -f- Px, -J- PX» -f* Pxn = £ Px.

Proyecciones ortogonales

Para determynar las grocyecmones de vectores sobre un
e hemos con3|derado una definicion general, por. tanto, las
e ucmones generales son aplicables al caso particular en que;
el plano d|rector e perpendlcular al eje de proyeccion.
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Las proyecciones se [laman, entonces ortogonates.
- La groyecc_lon ortogonal de up. vector sobre un eje, es
jgual a | ma?nltud del “vector, multiplicaga por el coseno del
angulo que forma el vector, con el sentido E)osmvo (el ege
orientado de proyeccion: En efecto, sea xXx' e ej‘e; el vector

AB tiene su proyeccion ortogonal en ab.  Por el punto A
tracemos |a P,a*alela AB' al” gje xx; ab = AB', pero, ABB
triangulo rectangulo. en B', da” como valor para AB' uno de
s catetos con relacion a la hipotenusa AB:

AB' = ab = AB e0s a

El coseno del angulo a da el signo al vector proyectante,
como se puede comprobar-en la fig. 18, en donde el vector

B_rpyeqtante ab tiene sentido negativo y el angulo a tiene tam-
1en signo negativo para el coseno.
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Coordenadas de un punto

or un punto o dci
rectan% ares, dos a dos,
L0S e[Bs que lo

i

007

trazamos (fig, 19
JUST tr| 0

| espacl

tres eJes
0nten

ectanqulo

g 2

?orman ox, oy. oz SON orientados como 10 de-

muestra f|gura vy con relacion a ellos, podemos determinar
a posicion 0 cualquier punto A (el espamo por medio de as
co rdenadas AA= A A"AT= y;

ara determinar estas coordenadas |3 anal|t|ca N0S ense-

a que, por el gunto A se trazan tres planos paralelos a los
Ianos directores determinados por Jos ejes coordenados; asi,
Eara Proyector sobre el eje de ox el plano }Jroyectawte 6S para-
elo. al formado por yoz: el plano proyectante (AA AA corta
el ¢ ge de ox en A, determinando upa d| ension lineal O
0 séa una coordenada. De igual manera enconfrariamos | as
coordenadas correspondientes a los ejes oy Y oz.

De acuerdo con la convencion anterior, en la_fi

lqura 20,

se puede notar la construccmn geometrlca gue permite” obtener

las coordenadas xt yf z

sobre cada uno de los ejes

se desprende que los tres
to cor Ios p|anos proyecta
rn paralele |p§eo rectan

ds rranerg NC ntra?
e SUS Cooraenadaas v,

mediante | pro¥eccmr del punto A
coordenados. Por la misma figura
Rlanos dIrectores yox, yoz, xow, JUn-
'[ES AATA., AA'A. aAara . forman
ulo- mediante el cual deducimos va-
Sm punto A del espacio, por medio

Z
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lo.  Sobre cada uno de los ejes se toma la longitugd Indi-

cada Eor la coordenada respectiva, a partir de o; determinados
asl 1o puntos A,, A2 A por cada uno de estos puntos se tra-

zan planos perpendiculares, respectivamente a cada 2 d
punto A comun_a los tres planos trazados, es el punto de co-

ordenadas consideradas.
20. - Sobre el eJe oxr Se toma oAl = x; por Al tracemos

una paralela al eje oy y sobre esta paralela tomemos aia'=y;

y
POrA' fracemos " una £aralela al eje oz Yy sobre esta paralela
omemos a'a z=z. El punto A se lo a encontrado median-

te un movil que ha recorrido vectores determinados por las co-
ordenadas.

ORSENV ACION

~ Debido a los ejes coordenados rectangulares, las rectas
A A ATA, A*A son perpendiculares bajadas desde el punto
A nacia Tos planos coordenados o directores }/ sobre estas per-

Perdi_gulares, contadas uesde el plano al punto, se encuentran
ambien las dimensiones y valores de [as coordenadas.

Determinacion analitica de un vector

Consideremos tres direcciones ox, oy, oz perpendiculares
entre ellas.
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Sequn las direcciones de cada uno de los ejes (ox, oy, 0z)
coloquemos tres vectores concurrentes en o — Los veCtores

0B, 0C y oD tienen como suma gemétrica el ve‘clor,oA y Sa-
pemos que corresponde a la dIaP nal de un paralelepipedo” que,
en el caso presente, es rectan%u ar

Los vectores 0B, oC, oD, siendo los componentes del
vector 0A, son al mismo tiempo las proyecciones del vector

0A, sobre los ejes ox, oy, oz que, para los fines del analisis,

son 1os ejes coorgenados.
Las “proyecciones tienen como valores:

0A €0s a
0A €0S |
0A €0S Y

Si llamamos P al vector y X, Y, Z sus proyecciones of-
togonales, tendremos:

X = P eos a
Y= Peosp
L = Peosy

Ademas debemos observar que estas proyecciones X, Y,
Z son (con relacion a los ejes coordenados) las coordenadas

de. un punto A.  El punto A de un vector oA cuyo origen

8olncide con el origen de los ejes coordenados, se llama Indice
el vector.

Relaciones entre el vector y sus proyecciones

Los valores X, Y, Z siendqg los. lados de un paralglelipedo
Eecﬁtglcr}%H!ar; estgnﬁlgados con Ra élagonal P porpmedlo ged\a

P = wx-+ Y-+ /-

g I?s anqulos del vectar P con los ejes coordinados, por medio
e [as siguientes ecuaciones;
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X
T e —
lIX-+ Y-+ /7

Y
e0S i3: ---------------- L
| X-+ Y-+ Z-

[
BOS Y = memmmmmmmemeeeeeees
[IX-+ Y-+ Z-

Por tanto, bastan las proyecciones X, Y, Z para determi-

nar. el vector P en magnitud, direccion y sentido; el punto de
aplicacion queda en este caso el misma que el de sus compo-

nentes.

Suma de vectores

Sean varios vectores P. PT P Pn aplicadas en un
punto o en diferentes puntos del espacio. En cualquier caso,
puedo trasladarlos equipolentemente a uno solo con el objeto

de obtener la suma geometrica que se obtiene mediante un con-
torno poligonal del cual el vector R es la suma buscada.
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Proyectando el contorng goligonal,sqbre UN eje (el de
ox) tendremos la siguiente 1gualdall algebrica:

X=X -X2-- X, -f- Xn — *X

de Igual manera tendremos sobre los otros ejes:
Y=V, + Y2+ X, + Yn= SYi
Z |ps L+ Li+ In= |/

Estos valores X, Y, Z, son las proyecciones o sean las

componentes ortogonales del vector R y.con ellos esta definido
el vector en maPmtu,d, direccion y sentigo. Las coordenadas
del punto de aplicacion lo aefiniran completamente.

Las ecuaciones correspondientes son;

RTT 0G4+ X+ X+ X+ (Y, + VLA YieF )t (24 Z, +23+ Zn)-
0 S€d

R RN /-
y los angulos a, p, y de R con los ejes coordenados:

X
eos d

R

Y,
£0S 3

R

4
eos Y

R

Momento lineal

Por definicion, llamase momento lineal de un vector P
(lig. 23) con relacion a un punto 0 del espacio, el producto
N X ¢ de su magnitud por la distancia ¢ a su direccion. La
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distanci%odesde el punto a la &iireccién del vector, se llama
«brazo de palanca» Yy o «centro gel momento».

. Para Indicar que eimomento de un vector P es con rela-
clon a un punto o, se simboliza asi: MoP = P X¢.

Representacion vectorial dei momento

. La representacion del momento de un vector con rela-
clon a un punto o del espacio, se hace mediante unvector

OL definido Por [as siguientes condiciones:
la. Punto de aplicacion: el centro de momentos;

23, Magnityd: el produycto P X
3a. Diréccion: perpendicular al plano formado por el

vector y el punto; ,
43" Sentido: el Gc un observador que, con los pies, en

0y la cabeza en L, contempla siempre al vector P de Iz-
gquierda a derecha, es decir en sentido de marcha de las agu-

Jas del reloj.

Observaciones:

a) EI momento de un vector se anula con P X "—

lo. P = 0 ¢ vector s nulo; |
20. 0= 0: el brazo de palanca es nulo, es decir el cen-

tro o ¢ encuentra sobre la direccion del vector
b) El valor del momento es equivalente al doble de la

superficie del triangulo formado con el vector P como base
y el punto o como vertice.

0
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c) Fl valor del momento no cambia (fig. _24% cuando el
vector P se desplaza a cualquier punto de su diréccion, pues
Py 5 no cambian de valor.

d) Los momentos son equivalentes y representados por
vectores equipolentes OL y orfu (fig. 24) cuando el centro o
del momento, se encuentrd en cualquier ‘punto o sobre una

recta oa paralela al vector P.

¢) Elvector OL = P X * puede serlo ge P'X" = OL
(producto constante).

Teorema

El . momento de un vector P es el mismo que e de su
proyecclon ortogonal sobre un plano perpendjcular. a Ia recta
(que une el centfo de momento y el punto de aplicacion del
\ollgft\s)er;ctgite plano proyectante pasa por el punto de aplicacion

Sea (fig. ZSR un punto A de aplicacion del vector P. y o
centro de momento; por A tracemos el plano Q perpendictlar

?Ia Eecta OA y proyectemos ortogonalmente en P" el Vec-
or P
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~ El prano OABC perpendicular a Q (OA y BC perpen-
diculares a Q) contiene los dos vectores P }/ P\ Los tran-

gulos OAB y OAC son equivalentes Por ener la base OA
comun y los”vertices B y C en la paralela a dicha base; lue-

?o el vector OL Jaerlpendlcular al plano comin es el momen-
0 de cualquiera de fos vectores P y PL

Ademas, el vector OL (momento) se encuentra en un
plano Q" perpendicular @ QA, siendo su valor P* X OA, es

decir, 1a proyeccion de P por la distancia entre el centro de
momento y ‘el punto de aplicacion del vector.

Momento resultante

Cuando un sistema compuesto de vectores P,, Pt P

Pn,. se encuentran aplicados en puntos A,, A,, A., An del es-
PaC_I,O, podemos considerar los momentos de cada uno con re-
amonta Un punto o centro de momentos y tendremos Sucesi-
vamente:

Mor, = r, X §,
MoP, = P! X i,
MoP, = p3X )
MoPn= PnX

todos representados por vectores OL,, OL., OL.,, OLn apli-
cados al punto o.
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La suma d? est0s momfntos sera_un vector OL llamado
«momento resultante» Igual a IMoPI — LOLI — LPI X

Teorema de Varignon

Cuando los vectores son concurrentes, es decir, . apljcados
en un mismo punto, el momento ae la resultante es |%ual a la

suma geometrica de los momentos de las componentes, 0 sea
al momento resultante.

Sea A un punto del espacio en el cual estan aplicados los
vectores AB y AC.

Slendo o el centro de momentos; por A trazamos el pla-
no Q perpendicular a OA y por o el plano Q" paralelo a Q.

El vector  AD, diagonal del 8ara|e|ogramo ABDC, es la
resultante geometrica de AB y AC.

El paralelogramo se proyecta en el plano o seqgun el
paralelogramo AB'D'C' y los momentos de AB, AC, AD,
S0

1 [0 mismos que los momentos de AB', AC', AD', y sus
valores son:

MoAB = AB' X OA
MoAC' = AC' X OA
MoAD' = AD' X OA
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por tanto los vectores momentos tienen.como, valor cada uno
de los vectores del paralclogramo, multiplicados por una can-
tidad constante oa,

Como hemos visto anteriormente, los vectores momen-

tos Se encuentran en un glano Q' paralelo a ¢ y pasando
por 0; luego todos son perpendiculares a oa.

La recta oa es la arista, comin de Jos planos OA.B'
QAD"y OAC que son los pranos formados por el centro
de momentos con cada uno de los vectores; como los vec-

tores AB', AD) AC* se encuentran en un plano perpendicu-
lar 2 oa, los angulos diedros estan representados por los

angulos a'y [ de”los vectores.

Los anqulos a q se proyectan_en verdadera magnitu
en el plano "Qt mediante las trazas OB”, OD” y OC”.

Sien el plano Qf trazamos

OL,= AB" X OA perpendicular aOB”
0G=AD'X0A » a0D”
OL=AC'X0A » a0C”

El paralelogramo OL,GL., sera homotetico, del paralel

0
gramo AB'D'C™y finalmente. OG suma geomeétrica de OL
YOOL’ es ¢l momento_de AD' o sea de la resultante AD o

i
s vectores AB y AC.

’e

Varios vectores

Consideremos la suma geometricade vectores concu-
rrentes R = P, -f- P, -f- P, -f- Pn.

Si [lamamos R,—Pj-J-P., tendremos MoR]=M 0P %|-MoP.,
» R.,=R 1f P;j » MoR-"MoR]J-f-MoP.,

» R R +Pn »  MoR =MoR2MoPn
Sumando tendremos MoRpfMoPj-I-MoPo-I-MoPy-J-MoPn.
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Momento con relacion a dos puntos O y O

Consideremos un vector P co-
locado en Ay perpendicular al
Plano de| paper; €l Vector en es-
as condjciones estara proyectado
en A, LoS puntos 0V 0, centros
de momentos 1os ,desglazamos en
sus |ineas proyectivas paralelas a
la direccion de P, hasta el plano
del papel y sabemos que los vec-
torles momentos no cambian qe
valor,

Tomemos los momentos del vector P con relacion a o
y 0, estos momentos estaran representados por

OK= P X OA = MoP 0K 0N
de donde P -
0N=PXO,A=Mo,P 1 0OA — 0,A

Por O, tracemos o;m perpendicular a 0,0 y por n
Una E?ralela NM A OK. | |
triangulo oim nes Semejante al triangulo o~ao,
por tener los lados perpendiculares entre ellos, “de donde se
deduce (que;

8% i 8“6' 4 IE)/IAN DET0  COMO  anteriormente  teniamos
8% P deducimos que MN=0K=MoP; 0.M=PX0,0.

OM =P X 0,0 seria el momento con relacion a O,

de un vector equ_ir%%lente a P, pero colocado en O y por es-
fa razon se lo simboliza por Po.

Considerando el tr!angulo 0 {MNt VEMOS q‘ue, de acuer-
do con los sentidos Indicados por las flechas, el vector O,N

e igual a la suma %eom,étrica de dos vectores: 0,MyMN

los (ue respectivame ée tienen los valores indicados en la fi-
gura y por tanto se deduce que:
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EL momento con velacidbn a un punto O, de un vector P
es igual a la suma geométrica del momento con relacidbn a un

punto O mas el momento con relacion a O, de un vector equi-
polente a P, colocado en O.

El teorema queda simbolizado asi:
Mo,P = MoP -f- Mo,Po

Momento de un sistema de vectores con relacion a dos
puntos O vy O, del espacio.

Sea un sistema_de vectores P\ P” P", etc. colocados

4

en puntos cualesquiera de aplicacion, y sean O y OI dos
centros de momentos.

Considerando la relacion anterior para cada uno de los
vectores, tendremos las Igualdades siguientes.

Mo,P* = MoP  + M oiPo
MoiP™ = MoP™ + MoiPo
MoJjP™ = MoP” + MoiPo™

Sumando las Igualdades anteriores tendremos:

IMo,P' = SMoP' + *Mgo,Po’, pero *Mo,Po’ 0 sea el
mamento resultante con relacion a O, de vectores colocados
todos en O, es igual al momento de su Resultante de tras-

lacion colocada en el mismo punto o; es decir
"Mo.Po’ = Mo,Ro

y la ecuacion queda

SMojP = 2MoP + MojRoO

SI se designa por G y G, los momentos. resultantes con
relacion a los puntos O y* O, del espacio, simbolizamos Ia
ecuacion anterior por;

G, —G Mo,Ro
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Por tanto, el momento resultante de un sistema . vecto-

ral, con relacjon a un puntg O, del espacio, es |gu‘al al
momento resultante con relacion a un punto o, mas el mo-

mento con relacion a de la resultante de traslacion for-

0
mada con los vectores del sistema, en el punto o.

Invariantes de un sistema de vectores

. Para cualquier sistema de vectores P', P”, Pm, efc,
existen dos cosas Invariables:

l0. La suma geometrica;

20, La proyeccion del momento resultante sobre la di-
reccion de la suma geometrica.

En efecfo. sean O ¥ O, dos puntos qel espacio, arpi-
trariamente escogidos; i trasladamos equipolentemente los
vectores del sistema a cada uno de los puntos cansiderados
en cualquiera de ellos obtendremos un ;Eollgono identico el
cual 1a syma geometrica sera siempre la misma, Si llama-
mos R, la suma geometrica de fraslacion en el punto Q, v

Ro la suma geometrica de traslacion en el punto ot Sien-
pre tendremo$
R, = Ro.

Consideremos ahora la ecuacion vectorial
G, = G -f- Mo[Ro

entre 10s Cmomento,s de un sistema con relacion a dos puntos
Oy O, del espaclo.

El vector G, es. iqual al vector G, mas el vector _I\/Iog_Ro
gro%ectemé)s estas |gi1aldades v?ctonales sobre la direcCion
e R, 0 de Ro que”le es paralela y tendremos:

proyeccion de G, = proyeccion de G -} proyeccion de Mo,Ro
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El vector MojRo, es un vector pergendlcular al plano
formado por los vectores paralelos R, 0y SU proyeccion
sobre la direccion de R, es nula; por fanto:

proyeccion de G, = proyeccion de G.

Momentos (le vectores con relacion a un eje
Definicidn:

Sea Xxtun ee y P un vector del espaclo.

racemos un plano Q perpendicular al e¢ xx y pio
yectemos el vector P sobre el plano Q.
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El punto. O es aguel er gue el eJe  xxy encuentraal pla-
no Q, es decir la interseccion del eje ydel plano; el vector

P es la proyeccion de P sopre el glano O; por definicion:
el momento ‘de P con relacion al eje xxr, €S €&l momento i

neal (e P' con relgcion O.
La representacion vectorial del momento, de acuerdo con

la conyencion primitiva, .sera hecha por medio . del vector of
aplicado en O 'y perpendicular a o, € decir, .coincide con el
ele .y es aplicado en cualquier punto deeste eje, ya

aroirario, por serlo a3| [a posicion del plano Q pergendlcular

al ge.

Teorema

El_momento de un vector con
relacion a un eje, xx €s Igual
3 la proyeccion” sobre este “eje,
del momento lineal del  vector
con relacion al punto o deI eje

Sea AB vector
proyeccion sobre €l pano 8 por
e

convencion, el momento

con relacion a ele, es el mo
mento lineal de 'Br con rela-
CIon 4 of eI que representa-

10 por 0, |gual en Va-
lor, "al doble dT suBerfmle
del triangulo OA'B'. El momento lInea con

relacion a o esta representado, or QL y es | ual al doble
deI trlan qu OAB. "Pero OAB’ es Ia pro eccmn del trian-

g 8 meqdo S YalorOAB cos al ' e anqulo
edro de Iospanos e los triangulos. . Como ol €S perpen-

dlcular al plano OA'B' r%/ oL €S perpendlcular al plano OAB,
|as rectas o1 Y oLy forman un angulo que es precisamente a

y om0 or= 20A B

or, = 20AB . como OA'B'= QOAB X cos a sustituyen-
do vanres tend BMOoS  (|Ue;

o= ol'eos aes decir OF es laproyeccion,  sobre el
ele, de ov.



322
ANALES DE LA

Teorema

Cualquiera .que sea el punfo
o sobre el eje xx la proyeccion
sobre dicho gje del momento li-
neal de un vector con relacion a
un_puntp o del eAe, es constante.

En efecto, sean O y O, dos

puntos cualesquiera del eje; on es
es la proyeccion de OL'y 017 es
3 groyeccmn de O,L,.

omo OL y 0,L, son los mo-

mentos lineales de. un vector P con relacion a 2 puntos
o Y ov el espacio, entre los momentos ha* 2 relacion

OL, = OL -f- Mo,Po. ~SI proyectamos sobre el eje xx esta
iqualdad vectorial, tendremos:
prorec. de OL, = proyec. de OL ~-proyec. de Mo,Po.

El vector Mo,Po es un vector aplicado en O, .y per-

pendicular al plano. formado por o, y un vector equipolent
a p aplicado en O; por tanto es perpendicular al gje xx

su_proyeccion sobre dicho eje es nula; luego
proyec. de O,L,=proyec. de OL (Sobre xx es decir

olll=0L

O bservaciones

~La nulidad del momento de un vector con relacion a un
ele se realiza cuando el vector y el eje estan en un mismo
Pano. En este caso, 0 son coricurrentes y el brazo de pa-
anca es nulo, o son paralelos y [a proyeccion del vector
sobre un plano o perpendicular al eje, es nula.

Momento resultante con relaciobn a un eje

Un sistema de vectores Pf P” Pm, considerados cada
uno de los vectores, tendra un momento representado por un
vector de direccion del mismo eje, por tanto la suma geome-
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frica que se reduce a una suma algebrica, se la llama mo-
mento resultante y se le simboliza por

0= Mxx'P'+ Mxx'P"+ Mxx'P"™ = SMxx'P.
O bservacion

~Como la teqria vectorigl esta basada exclusivamente en
la 1dea del .movimiento y este se relaciona a la orientacion
ge trayectorias, un eje cualquiera xx se lo supone orientado

X}por tanto los vectores.ol, ol', ol" representativos de mo-
entos con, relacion al eje, tendran los signos correspondien-
tes a la orientacion del gje

Teorema

El momento resultante g con relacion a un gje, es igual
a la proyeccion sobre el eje, del momento resultante lineal

G de un sistema vectorial con relacion a un punto del eje

En efecto: sea un sistema vectorial P', P", P"" y o Un
punto del gje x x\

El momento resultante con relacion a o s

MoP" + MoP" + MoP" = G
proyectemos esta Igualdad sobre el eje 1r y tendremos
Mxx'P" + Mxx'P" + Mxx'P™ = proyeccion de &
pero el primer miembro de la ecuacion es g, luego
g — proyeccion de c.
Corolario

St los vect?res SON c?ncurrentes hemos VIsto que lgl mo-
mento de la resultante, es el momento resultante, en otra forma:

MoOR = G

Hrré%(e)g.temos sobre xx suponiendo que o esta sobre el eje, ten-
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MxXxR = g,

es decir que el momento de la resultante de vectores concurren-
tes con relacion a un eje xx, s igual al momento resultante.

Expresion analitica tle momentos

Sean oxr oy, oz {res ejes coordenados rectangulares.
A, un_punto del espacio definido por . las coordenadas
x,y, z). EN el_punto a un vector P, definido por sus com-
ponentes X, Y, Z que no son otra cosa que las proyecciones

del vector sobre los ejes. El vector P es, por tanto la resul-
tante geometrica de tres vectores concurrentes X, Y, Z Y COMO
el momento de P, es igual a la suma de momentos de sus
componentes, por tanto, en fugar del momento de P, conside-

ro simultaneamente los momentos de X, Y, Z con relacion
a cualquiera de los ejes.

Tratemos, pues, de buscar el momento del vector P con
relacion al eje ox

De acuerdo con la convencion, proyecto P sobre el plano

yoz ergendicular A ox; (Pero en lugar de P r%ro ectamos sys
componentes: Y, Z, seproyectan en Verdadera magnitud, siendo
nula la proyeccion de X. "y, z, son los brazos dé palanca y el

momento de P sera igual al momento de Y mas el momento

e Z
Luego: Mox P = yZ — zv

tomando en cuenta que el momento de Y es negativo.
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 De 1dentica manera obtendremos los momentos con re-
lacion al eje de oy y al €Je de oz. Las tres expresiones son:

MOXP = yZ — zv
MoyP = zX — X/
MozP — XY — yX

Momento con relacion al origen de los ejes

. Ya hemos visto que el momento e un, vector con rela-
clon a un eje es, la proyeccion sohre dicho eje, del momento

4

lineal_con relacion a unpunto del eje. |
En la (figura 33) tenemos o origen de los ejes, y por tan-

to, punto comun de todos ellos. Si consideramos el vector P,
el momento con relacion al punto o estara representado por

medio de un vector ov; Si proyectamos o sobre cada uno
e los ejes coordenados, encontraremos los momentos con [e-
[acion a aichos ejes, es decir: si Lx, Ly, Lz son 1as proyeccio-

nes de L, resulta que:

1x = MOXP = yz — zv
Ly = MOyP = z2x— X,

Lz = M.ozp = XY — y X

es decir, 1as expresiones encontradas anteriormente.
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~Conocemos Lx, Ly, L" que son las componentes de L
seqgun tres ejes coordenados rectangulares, luego, conocemos "H

L = J/La2'+ Ly2+ Lz- @N magnitud)
Si Ilamamos a, b, ¢ los éngul?s %ue forma L con los

ejes coordenados, tendremos sus “valores por
205 8 Lﬁ:
cos b Y
205 LLZ

que nos dan la direccion y sentido
deduciendo de Lx = L eosa

Ly =L €0SD
Lz = L eosc

Momento con relacion a mi eje oi que pasa por el origen de las
coordenadas

Sea o el eje, definido por medio de los angulos a, i3y
con los ejes coordenados. EI momento del vector P con rela-
cion al eje, es la proyeccion sobre este eje de OL puesto que o

es punto del eje or. Para proyectar el vector OL sobre o 7+
Bo_demos proyectar sus.componénte Lx, LY, .z; [a suma alge-

tngza e €staS proyecciones, es la proyéccion buscada; por
anto:

MotP = Lx €0s a-f Ly eos 3+ Lz €osy

esta expresion se puede tambien poner bajo otra forma, en
funm%n tde L. basta reemplazar los valores de Lx, Ly, Lz.
ntonces

MotP = L (eos d €05 -j- €0S b €0S B - €0S C €0S y)«
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Determinacion analitica de la suma geomeétrica y del momento resul-
tante de un sistema de vectores, con relacion al punto O,

origen de los ejes coordenados

. Consideremos un sistema de vectores P,, P.,, P. ... €tC
aplicados en puyntos diferentes (en general) del espacio; Sean
ox, oy, oz 10S €]es cooraenados.

SI consideramos el punto o, podemos trasladar a él, togos
los vectores para obtener la suma geometrica de traslacion

R = -P. pero analiticamente R sera dada por sus componen-
tes Rjt Ry, R# que no son otra cosa que las sumas agi bricas
de las proyecciones de los vectores sobre cada uno de1os ejes.

rx = Xt+ X+ X, = ZX

Ry = Y, + Yot Y, =SY

Rz = Lt Lt 1, =11

Asi mismo, si con relacion al punto o, tomamos los mo-
mentos de cada uno de los vectores, en el punto o seran re-

Eresentados por. ofros vectores L, L, Lj que a su vez se
Uman geometricamente para obtener

G= L - L)--Lj = Momento resultante;
%s vectores L,, L, L1 son dados anﬁliticamente por

lejelgag.proyeccmnes (Lt, Ly, Lz) sobre los ejes coorde-

ﬁ]ee?i’o l

1ados,
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G* = Lx-f-L*-)-L*= Z(yZ — zv)

Gy = Ly -} Ly-i- Ly = Z(¢(X — xz)

G# = L# - LA L= Z(*Y — yX)
Pares

Se Ilama un par de vectores, a dos

vectores tales como Py P* cuyas
direcciongs son paralelas, .sus mag-

nitudes 1guales y sus sentidos con-
trarios.

Brazo de palanca, (8l par de vectores, es la distancia o
de sus direcciones.

Teorema

El momento resyltante de un sistema vectorial, cuya Su-
ma geometrica es nula, es constante, cualquiera que Sea
punfo_centro de momentos.

En efecto sean O y O, dos centros de momentos; los mo-
mentos resultantes estan ligados por

G, = G -J- Mo,Ro,

pero sl Ro = O el momento con relacion a cualquier punto
es nuloy G, = G, es decir, constante.

Eje representativo de un par

El momento resultante de un par s
el producto P X Pues siendo &l mo-
mento constante, podemos tomarlo con
relacion @ un punto en uno de los vec-
tores.  El momento de este vector se-

ra nulo y el momento resultante sera
el del otr0 vector, es decir, p x
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De acuerdo con lo convenido para la representacion del
momento del par, que lo es del vector P, este momento estara

representado por el vector ON perpendicular al plano de) par
ypcuyo .vanP Nemos VIsto ya.IO EI sentido serg tamblgnp el

convencional. El vector ON, asi definido, se [lama eje del par
y siendo constante, es el eje representativo del par.

Teorema

ot El momento resultante de un sistema de pares, €S CONS-
ante.

En efecto, cada par tiene suma ?eométrica nula y la suma
de todos los pares sera tambien nufa, por tanto, el ‘'momento
resultante es constante.

Suma geomeétrica nula y momento resultante nulo

SI consideramos un punto O, siendo lasumageometrica
nulat para este punto de reduccion, lo sera pard todo otro
punto.

Siendo nula la suma, el momento es constante y como

a es nulo OIglara un. punto, lo sera para todo otro centro de

educcion del espacio.

Asl mismo, S la suma geométrica S nula?/ el momen-
to resultante nulo para cual% ler punto del espacjo, sera tam-
hién nulo el momento con rélacion a cualquier ejedel espacio.

Lo anterior se traducira por

R=2P=0 'y G=-MoP= 0

y analiticamente:
RX = 0 GX = 0
Ry = o con Gy = 0
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Equivalencia de vectores

Dos sistemas de vectores son equivalentes cuando, to-
mando, en cuenta cualqujer punto gel eSpacio como centro de
reduccion, la suma geometrica de los vectores que componen
el sistema, asi como el momentg resultante son” Iguales

SI un sistema se compone de los vectores

P,, P2 P3  Pn
y el otro de los vectores
P?, P? P/
la equivalencia se la traduce por:
R = F EC A (7

Basandose en el principio de equipolencia asi_definido,
es faC|I comprobar que dos vectores equipolentes aplicados en
S puntos diferentes de una misma recta, constituyen dos
3|stemas equivalentes v esto se traduce diciendo que €l punto
de aplicacion de un Vvector puede ser trasladado a un punto

cualquiera de su direccion.

Ademas, un par vectorial, siendo representado por su
eje,. tro par que tenga como eie un vector equipolente, cons-
tituira un sistema equivolente a antenor para 10s dos. la suma
geometrica es nula 'y el momento resu tante es el mismo.

La equivalencia de sistemas, analiticamente

Los dos sistemas de vectores referidos a ejes coordena-
dos, daran como expresion de equivalencia fas siguientes

ecuaclones:
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ademas en cuanto a los momentos con relacion a los ejes coor-
denados:

QYL — zvy = ~(IZ'— z=vyposealx = GY
201X -xz) = L(VX'— x'Z") 0ea
2(XY —yX) = SO'Y'—yX0o0seacz= wz

lo que equivale tambien a decir que el momento resultante
con relacion al origen de los ejes coordenados es Igual.

Teorema

. Cuando dos sistemas de vectores tienen la suma geome-
trica Y el momento resultante |Pual para un centro dereduc-
cion, 1o tienen tambien para cualquier otro centro y por tanto
son equivalentes. |

En efecto, supongamos que [os sistemas

SP = SP" juntocon G = G

|0 realicen para un centro de. reduccion o; vamos a probar
que lo realizaran para cualquier otro centro O,

~ En efecto, cualquiera que sea el punto del espacio, €l po-
ligono de vectores no varia'y, sI la suma geometrica es igual

en un punto, lo sera en cualquier otro, es decir R = R" impli-

ca Ro = R'o y Rol= Rol, e, | y
Los momentos de cada uno ge los sistemas con relacion a

dos puntos diferentes O y O, estan ligados por las ecuaciones:

> (D~

G, = G Mo,Ro para el un sistema
Vy G/ =cs-f- Mo,R0" para el otro.
Mo,Ro y Mo/Ro" son Iguales puesto que Ro = Ro' y

como por hipotesis G = G', s deduce que cualquiera que sea
ol punto O, del espacio que cualquiera g
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Teorema

Si dos sistemas vectoriales s?n equivalentes, los momen-
tos resultantes con relacion a cualquier eje, son iguales.
En efecto, SI son equivalentes tienen” momento resultante

iqual con relacion.a un punto del eje; proyectando estos mo-
mentos sobre el eje, [as proyeccionés seran iguales.

Descomposicidon de vectores

De diferentes maneras se puede descomponer un vector,
es decir encontrar un sistema que le sea equivalente:
a) En dos vectores que Se encuentran en su mismo
plano; ,
D) En tres vectores que no estan en el plano del vector.
Estas dos descomposiciones, son perfectamente definidas,
es decir admiten una sola solucion. o
c% Para descomponer en mayor numero de direcciones,

el problema es indeterminado.

~ En lafigura 27 vemos el vector OR descompuesto se-
gun las direcciones ox Y oy, en dos vectores OA y OB.
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Los dos vectores forman un sistema equivalente al for-

mado 5)00[ el vector .OR. . o

Ld descomposicion es posible cuando las direcciones ox
Y oy €Stan en un mismo plano o en planos paralelos al vec-
0

r P. La descomposicion se hace mediante el paralelogra-
mo cuxa d]J_a%onaI es OR. . ,
EN la figura 38, vemos tres direcclones 0%, oy, oz Segun

las cuales el vector OR se descompone, mediante la cons-

truccion del aralelemgedo, dando tres vectores OA, OB, OC
que forman un sistema equivalente al formado por el vector

or |

. En cualqujera, de estos casos es facil ver que. la condi-
clon de equivalencia se cumple siempre que cualquiera de los
sistemas tengan los vectores aplicados en O.

Reduccion de vectores

. Se llama reduccion de un sistema de vectores, .la opera-
clon mediante la cual se encuentra el sistema mas simple, que
le sea_equivalente. | y ,
Es evidente que el sistema mas simple estaria representa-
do por un vector unico y luego por un par de vectores.
Cuando de la reduccion “de- vectores se deduce un vector

9nico, este vector constituye o se llama la resultante del sis-
ema.

Teorema

Un vector P guede ser trasladado, equipolentemente a
cualquier punto A del espaclo, anadiendole un par cuyo valor

es 1qual al momento de P con relacion a A.




334 ANALES DE LA

En el punto o tenemos un vector OP que lo trasladamos
equipolentemente al punto A, sequn AP en A tenemos un

vector representativo del momento de P con relaciona Ay
cuyo valor es P X Pero este momento es el representati-
vo del par del mismo valor formado por los vectores OP y AP”

i%uales.en magnitud, sobre direcciones paralelas y de sentidos
contrarios.

Para probar que los sistemas son equivalentes: lo. La

suma geometrica es la misma e igual al . vector P; 20. EI mo-
mento resultante debe ser igual con relacion a cualquier punto:
tomemos A como centro; para el un sistema formado por €

yector unico OP, el momento es P X ~ para el otro sjstema
formado del vector AP" y del par, el momento es el del par

E X puesto que el momento de AP es nulo.

O bservacién

A un sistema cualquiera de vectores se puede anadir o
quitar dos vectores Iguales de misma direccion y de sentidos
contrarios, es decir, dos vectores iguales y opuestos, sin alte-
rar el sistema, puestoque se obtrene un”sistema equivalente.
En efecto la suma geometrica de los dos vectores es nula, y
los momentos de los dos vectores con relacion a cualquier
punto del espacio, seran siempre iquales y de sentidos contra
[10s, s decir se anulan entre ellos y por tanto no pueden al
terar el momento resultante.

Teorema

Un sistema de vectores concurrentes puede ser reemplaza-
do por el vector resultante aplicado en el punto de concu-

rrencia. BT |
En efecto: la suma ?eométrlca de ambos sistemas es |a

resultante y en cuanto a fos momentos sabemos que, el mo-
mento resdltante de las componentes es igual al momento de

la resultante.
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Teorema

Un sistema compuesto 8or pares de vectores, puede s?r
sustituido por otro compuesto de” un solo par cuyo eje, es [
:

) L

Suma ﬁeo?etnca de 105 ejes coumenteS. -

EN efecto todos los, pares tienen suma geometrica nula,
luego las s,umas

Peometrlcas son wuales. .
L0sS ejes e [os pares son constantes e |guales 3 ]0s mo-

mentos de cada. par con relacion a un puntd cualquiera del
esPacm, luego si en un punto, dado formamos el momento re-

sultante, SU™ eje representara un par que es precisamente el
huscado.

Observaciones

Cuando se trata de dos o tres pares, el par resyltante se
obtendra mediante el Paralelogramo 0 el paralelepipedo forma-
dos con los ejes y de los cualés la diagonal respectiva sera el

eje resultante”del par.

Un sistema cualquiera de vectores puede reducirse a un

solo vector aplicado en el centro de reduccion y a un par.
En efecto, sea A el punto escogido como centro de re-

duccion.

Cualguiera que sean los puntos de
a'ollcam n de 10s vectores que forman
el sistema, cada uno de. los vectores
podemos trasladarlo equipolentemente
al punto A anadiendo a cada uno un

Par Cuyo eaje_ sea ¢l momento del vec-
or con relgcion al punto A, Los vec-

tores son ahora concurrentes en A 'y
R los reemplaza en el sistema; los ejes

de pares se_suman para encontrar el par resultante G ﬂue 0S
sustituye.  Tenemos pues, en difinitiva, en el punto centro de

reduccion, un vector R igual a la suma geometrica de vectores
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}/un pay de ee G, 0|ue_no fs 0tro %ue el momento resultan
e del sistema con relacion al centro de reduccion.

Teorema

Un sistema de vectores puede, en general reducirse a gdos
vectores de los cuales el uno pasa por el centro de reduccion.

Acabamos de ver, como, un sistema cualquiera puede re-
ducirse a un vector R aplicado en el centro de reduccion A
Y a un par de eje AG. EI par AG en el plano perpendicu-
ar al eje, puede constituirse por sus vectores AP y BP"
oero los vectores AR y AP concurrentes, pueden ser reem-
lazados por un vector AS aplicado en el centro de reduc-
cion A y el sistema se completa con otro vector BP'.

O bservaciones

~ En general AS y BP* no estan en un mismo plano;
siendo AP arbitrario y dependiendo de su valor la distancia

de BP' al centro de reduccion; hay pues una Infinidad de ma-
neras para efectuar la reduccion.

O bservaciones
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Ei sistema se reduce a yn solo v?ctor | ual a la suma

geométrica de vectores Yy aplicado en el centrd de reduccion.
() R=0
G£0

La suma geometrica siendo nula, el momento es constan-
te y el sistema se reduce a un par de eje G.

Casos particulares

Ry G son perpendiculares entre ellos.

Cuando la suma geometrica y el momento resultante son
PerEendlcuIaresﬁ el sistéma. se reduce a up vector equipolente a
a Suma geometrica y aplicado fuera del centro ce reduccion.

En efecto; sean OR y OG los vectores de la reduccion
en el punto 0; en un ?Iano Q perpendicular a OG vy conte-
niendo OR, tracemos los dos vectores—R y R' que forman
el par y a una distancla OA = 5de tal manera que G= R X"
Los vectores —R 'y R se destruyen y queda unicamente el vec-
tor R' colocado en A, sequn la enunciaciacion del teorema.

Eje central de momentos

e .llama eje central de momentos a la recta, |ugar

[geometrlcos (e “puntos para los cuales el momento del Sis-
ema es minimun,
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~ Para encontrar esta recta suponFamos el sistema  redu-
cido a los vectores OR y OG en el centro de reduccion O.
T racemos por O un plano perpendicular al formado por OR
y OG; en este plano tracemos OG™ perpendicular a OR y
descompongamos OG en sus componentes OG' y OG™.
O0G” y OR siendo perpendiculares, pueden reducirse a un
vector AR" equipolente a OR. El sistema se reduce a un

vector AR" y a un par de e{e 0G’, amhos Paralelos, reduc-
CION que se “enuncia asl: «entre todos los sistemas equivalen-
tes de vectores, hay uno para el cual, la suma geometrica
el momento resultante son paralelos.

Ahora bien: si tomamos €l momento resultante del siste-
ma con relacion a cualquier punto de AR, es facil ver que este
momento es Igual a OG". El momento con relacion a otro

punto del espacio sera mayor que OG', puesto que sera Ia
dlagonal de un paralelogramo rectangulo, uno de cuyos lados
es 0G'. '

Por tanto AR es [a direccion o sea el eje central de
momentos o0 sea tambien el eje de momento minimo.

Sistema nulo

Se dice que un sistema de vectores es nulo o equivalen-
te a cero, cuando la suma geometrlcaglel momento resultan-
el es

te son, |Iquales a CEro, para un punto, cio
Si Te son para un punto, 10 seran para todo punto del

espaclo.  Ademas, s el momento resultante es nulo para cual-
quier punto del espacio, lo sera para cualquier recta del es-

Dacio . " . .
Las ecuaciones que, analiticamente definen un sistema

nulo son:
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SX=0 - 3L —«Y)= 0
2Y = 0 1con S(*X —xz) = o
L =0 S(XY —yX) = O

Teorema

~Si tenemos dos sistemas de vectores, €l cory’unto de ellos
sera nulo, si el uno es equwalente a un tercero formado e
vectoEes I?LE}[|€S y de sentido contrario a los del otro.
n efecto

S, = (P, + P, + Pat Pn) primer sistema
o= (P*+ P” P” r Pm) segundo sistema
S, = (—P, — P, — P3— Pn) tercer sistema

SI. el primer sistema tiene S, V ch_omo resultante de
traslacion y momento resultante con relacion a un punto o,

el tercer sistema tendra evidentemente — S, y — G, comg
valores eguivalentes. S| el se?undo sistema No fuera equj-
valente al tercero, tendria resultante y momento diferente de

— 3 g — G, y por tanto no . formaria sistema nulo con
S, V. Gr

La condicion es suficiente pues siempre
s, +(-S,) =0yG+(-G.) =0

para cualquier punto del espacio.
De 1o anteriormente expuesto se deduce; |
a) Un sistema compuesto de dos Vvectores es equiva-
lente a. cero, . cuando los dos vectoresson Iquales, de sentido

4

contrario y dirigidos segun la mismarecta

bg Un sistemade tres vectoresde direcciones concu-
rrentes es 1qual a cero, cuando . cua Ewlerad I%s vectores es
lqual y directamente oguesto a la resultante e los otros dos.

[0S t)es vectores deben estar en un mismo plano.
C

Un sistema compuesto de un vector y un par, no
puede” ser nulo.
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3 Un sistema compuesto de dos gares es nulo, i los
eﬂg ?aralelos |as magmtudes iguales y dirigidas en sen-
0S CONIrarios

Vectores en un mismo plano

En gereral un sistema de vectores gue Se encuentran
en un mismo plano, se reduce un solo vector que pasa fue-
ra del centro de reduccion y que es equivalente a la suma

(eometrica,
En efecto, s tomamos como centro de reduccion un pun-
J-

to o del plano, el poligono de vectores sera plano y 1a s
ma qeome rica estara mcluida en aquel. El punto “estando
en @l plano, el eje de Jos momentos para cada uno .ge los
vectores siendo perpendicular al plano, ‘sera una direccion co-
mun perpendicular ‘al plano. y pasando por o; el momento
resyltante es la suma, algebrica de los momentos parciales y
sera de misma direccion ue la de aquellos: sera, pues, per-
pendicular al plano y a a suma fgeometrlca Este caso se
reduce a un vector unlco que pasa fuera del centro de reduc-
clon y es equipolente a la suma geometrica de traslacion.

Analiticamente

Las sels ecuaclones de la reduccion son:

RX = LX
Ry = SY; ~con Gy = 2(*X — xz)
Rz = AN o xy — PX)

/

Si tomamos el plano de xoy por_plano de los vectores,
Jas coordenadas - y las componentes Z son nulas y por tan-
to Introduciendo estas condiciones en [as ecuaciones, tendre-

mos las que subsisten con un valor, en general.

rRx = LX .
con 6z = L(*Y —yX')
Ry = 2Y
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~SI Rx y Ry son las com?onentei dF un vector,  quiere
decir que el vector se encuentra en el plano xoy; SI' la com-

Eonente" (lel momg,nto Tesultante_es solo Gz, el momento re-
Ultante" tiene [a aireccion de OZ, por tanto es perpendicular
al plano xoy. . . .

Las congiciones para que el sistema de vectores coloca-
dos en un plano sea nula son

Rx = O; Ry = O, Z(rY—yX) = 0

Vectores paralelos

Los vectores paralelos que forman un sistema, se com-
ponen o reducen, en general, a un solo vector equipolente a la
SUMA_algébrica Y (ﬂue pasa fuera del centro de reduccion.

En efecto, para formar [a suma geometrica, los vectores
deben ser colocados uno a continuacion del otro, desde el
centro . de, momentos.  Como son paralelos, todos [os vecto-
res coincidiran con Ja misma direccion comun paralela a eflos
y la suma %eometrlca se convertira en suma algebrica, sien-
do la resultante un yector paralelo a todos, es decir, de la
misma direccion comun.

En cuanto a los momentos, cada uno esta rePresentado
por un vector perpendicular al plano formado por el centro de
momento y el vector respectivo, como la sumad geometrica es
paralela al vector, el vector momento sera perpendicular a esta
suma geometrica. . Para cualquiera otro, vector sucedera |o
mismo,”es decir, el vector momento sera perpendicular a la
suma geometrica; si todos, los momentos son §erpend|culare3

a la sima geometrica, estan en un plang perpendicular a la
misma, el gue.contendra el momento, resultanté que sera, por
tanto, perpendicular a la syma geonetrlc‘a. Caso %/a ana\llza-

0 en gue el sistema se reduce “a un solo vector &quipolente

auclgié%”ma geometrica y que pasa fuera del centro de re-

Analiticamente

Sean los vectores P,, P, Pn de mismo sentido y los
vectores P',, PL, Prm de sentido contrario.
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SIa, j, y son I°s anqulos que lo vector for

con los ejes coordenados ? % f | g éH@
seran. 10s angulos que 1o vectores P! forman con 10s gJes
menmonad

P.C0S3a
P , COS |

P |Cosy

Los vectores P tendran como componentes 6:
IZ’

Los vectores P' tendran como componentes
X[ = Plcos (atlo0)= P/x(—eos a) = —P/cos a
Y/ = Plcos (,3+180)= P/. (-e0s i§ = —P/cos 3
/| = Plcos (y+180)= P/. (—eos y) = —P/cosy

Por lo tanto, las componentes de R o0 sea X, Y, Z se
obtendran mediante LX, LY, LZ, para obtener las cuales s

multiplicaran los eos a eos i3 oS y» Por cada uno de los
vectores tomando en cuenta SUS sIgnos, es decir P positivo y
P* negativo y las expresiones de las componentes de R seran;

Rx = X = 2X1==2+c0sa — SP/cosa
— c0sa(SP,—2P/) = cosaSP

Ry = Y = 2Y] =LP,cos{3 — ZP/cos;3
=¢08,3(EP1— SP/) = ¢0s[3SP

Rz = 2= SZ, = SP.cosy — SP/cosy

= cosy™P, — SP/) == cosySP

La suma geomeétrica
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como: eos2a -f- cos2j -f- cosy = \ ;
R = ]/ (2P)2 = SP

es decir |a suma geometrica tiene como magnitud, la suma al
gebrica de los vectores compopentes.

~Los angulos a, b, c, que forma R con sus componentes se
gun los ejes"coordenados estan dados por las formulas

0S 4 = — = —enel ' —00S 4

cos b = Y __ eos i3 I'P — eOS p
eos [/ .- P

0S C = r-= VD = BOS Y

de donde se deduce que.los angulos de la Resultante son los

. HRY /-

‘Q,Sgnos que los de la direccion comun de los vectores para-

Momento resultante

~ Busquemos las expresiones cx, gy, Gz, aplicando las
formulas ‘generales:

Gx = Z(yZ — zY)

ZyZ — ZzY
= Pcosy — 2,zPcosP
= C0Sy-07P — cosfJS"P
Gy — c0saS"rP — cosySxP
Gz = COSPSXP — c0saSyP

] aglicamos |3 expresion del producto de dos vectores,
tendremos, siendo () el ang{ulo que forman la suma geome-
frica y el momento Tresultante,



344 ANALES DE La

R. G. eos 0 ==RrG* -f- RyGy -f- R"G",
RIGr = cos-P [cosy-yP — cosfE2sP] o bien
RxGx = €082C0SYy-P-yP — cosacosj|-P-zP
RyGYy = cosFcosaSPSzP — cos[jcosy-P-xP
RzGz = (0SYC0Sj3~P"XP — cosycosaSPSy P
sumando miembro
RxGz  RyGy -f-RAG#= 0O

8S eclr;

r. G, 2080 = 0
como» de manera general

G0y R3O0

tendremos que
cos0 = 0: es decir 0 = 90°

0 sea, analiticamente encontramos que el angulo formado pol-
la suma geometrica y el momento resultante, es recto: 10

dos vectorgs son perpendlcu ares ?/ por tanto, e sistema s
reduce, en general, a un solo vector que pasa fuera del cen-

tro de reduccion y que es equipolente 'a la suma geométrica
de traslacion.

Casos particulares

R0y G=0

el sistema se reduce a un vector igual a la suma algebrica
y pasando por el centro de reduccion;

R= 0 con G==0

el sistema se reduce a un par de eje perpendicular a la dic-
cion comUn de los vectores paralelos.
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Sistema nulo

Cuando R=0 y G=0 o sea un sistema nulo, las
ecuaciones son

Rr=cosa-P=0o0sea =0
para cualquiera de los componentes.
de GX — Gy = Gz = O
x
6 SACA Sobe = kT i

5053 605 TB0S Y

Consideremos eI vector P refendo a 10s ejes coordena-
examinemos 1o che representae prodycto P X"; e
#oducto es el de Un vector P por la distancia z a un

ano xoy de Su punto de apI|caC|on

Momento con relacion a un plano

Se IIamg momento de un vector con relacion a up plano

el producto. ael vec ?r pgr I% distancia deI Unto de aplicacion

IBIano distancia 1lamada brazp de palanca.
Siconsideramos la, expresion anterlor
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AXP = «yp = z 2zp
052 €0Sp  €0SY

VEmOs %e la suma de momentos con relacion a los planos
coordendaos

Apt AP i,

de vectores paralelos que forman un sistema nulo, son pro-

Pormonales a los cosenos de los angulos a p, y que los Vvec-
ores forman con las perpendicularés bajadas "a los planos

coordenados, 0 sean con sus brazos de palanca.

Centro tle vectores paralelos

Un sistema de vectores paralelos admite en general una

resultante unica colocada enun punto A fuera del centro ae
reduccion.  Sillamamos  xxy\ z las coordenadas deaquel

punto y Ria resultante; en el punto A colocamos un vector
—R que con el vector R dara un sistema nulo; pero, como

R reemplaza al sistema de vectores paralelos, es evidente que
obtendre tambien un sistema nulo s al sistema de vectores

anado un vector — R colocadp en el puntg A de coordena-
das xyzx A este sistema nulo puedo aplicarlo las propor-
clones encontradas antes:

— xRt "*p= —yR+ zyp = —zr * SzP
€0sS ad €0s P JINE

ahora bien, el punto A de coordenadas xy z que es centro de

vectores paralelos de direccion definida por-los angulos & p,y V.
Pued_e ser centro de los mismos vectores cualqliera que “séa

a direccion comun st anulamos los numeradores es decir
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de donde
AXP AXP
XT R /\P
V
Y P
y y
t 0
2 >mp

expresiones que nos dan las coordenadas de este punto es-
pecial que se lo [lama, centro de vectores paralelos.

Caso particular de dos vectores

En los puntos A y B del espacio, tomamos dos vecto-
res Py Q paralelos y de mismo sentido.

Si aplicamos la ecuacion

R=2SP
tendremos
R=P+ Q
y como Py Q tiene el mismo signo,
R>P. R> Q.

Tomemgs [a recta AB como e ox Y A como orilgen
de coordenadas v observerpos que ‘1as c‘ ordenadas corfes-
pondientes a 'y, z, son nulas por estar los puntos A y B
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sobre el gje de ox, luego C se encuentra sobre el mismo %je.
La relacion de momentds con relacion al plano yaz nos da:

ABX Q. AC AB
R 0 .

como R > Q; AB > AC

el punto C de aplicacion se encuentra entre A y B.
Ademas

AB AC AB—AC  CB
R0 R — p

que se define asl,

R s Y2
NE QIR AL

Los puntos de aplicacion. A, B, C, de dos vectores pa-
ralelos y ‘de su resultante definen 3 magnitudes ligadas a lgs
vectores, de tal manera 3ue cada vector es proporcional a la
distancia de los puntos de aplicacion de los otros dos Vec-

tores.

Observacion

SI en lugar de tener dos vectores P y Q, tenemos
vector R_aplicado en C, podemos descomponerlo en dos Vec-
tores aplicados en A y B, mediante las ecuaciones

R = P+ (Q
P Q R
CB — AC — AB

AC + CB = AB.
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Si los vectores son de sentido contrario,. podemos bys-
car su resultante de la manera siguiente, aplicando lo dedu-
cido en [a onbservacion anterior.

8

Pipd0

Sea un vector P aplicado en A y — Q aplicado en B.

El vector P lo descomponemos en dos _vectores Q
P — Q = R aplicados en By en un punto C, de tal mane-

ra que
P P 0 R
CB AC CB — AC AB

el punto C queda determinado; en el punto B tenemos dos
vectores Q y — 0O %ue se destruyeny en el punto C que-

da la_resultante R = . |

. Comparando los dos casos anteriores podemos genera-
lizar en esta forma: , |

. Tres puntos A, B, C, en linea recta son los de aplica-
cion de trés vectores paralelos de los cuales el punto C es

el de _aplicacion de la resultante R.
Siempre tendremos las ecuaciones

R =P+ Q
tomando en cuenta los signos v
P 0 R
BC  AC AB

/4

sl los_ vectores son del mismo sentido, el puntg C esd;a ]@ntre
Ay B; s s?n de Séentldo contrario, el punto C queda fuera
de"AB y del lado cel mayor en valor absoluto.
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Observacidn
Si los vectores Py Q son de igual magnitud
R=P—0 =

eS deCIr tenemos un par,
E[ “punto de aplicacion C esta definido por la ecuacion:

abRXQ ab XQ

Cuando los dos vectores de sentido contrario forman un
par, el punto de aplicacion de la resultante se encuentra al
It

f|n|to
De lo que se deduce que un par no puede reducirse a un

s0lo vector.

Construccion grafica



UNIVERSIDAD CENTRAL 351

Para encontrar %raflcamente los puntos C de aplicacion
de la resultante, la CTonstruccion de las figuras 46 y 47 nos
indica. el metodo.
a)  Cuando Ios vectores son del mlsmo sentido: en A, se
toma ‘AA"= Q y en B se tomarag BB = P, pero en sentido
contrario.  La recta AB determina C.
Para vectores de sentido contrarlo en A se pone
AA" = Q; en B se pone BB = P am as ongnudes (el
mismo lado, La linea A'B determ[n el
L0S tnan%ulos semeéartes AA'C y BB'C en e primer
caso y los triangulos semejantes AA'C § B C en el segundo

caso nos probaran que el ‘punto C es €l de aplicacion “de la
resultante.
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APENDICE

Producto de sumas vectoriales

Al tratar de la composicion o reduccion de vectores pa-
ralelos, hemos visto que el producto Rx Gx cosO era nulo,
deduciendolo de la suma de productos parciales de las com-
ponentes de R y G.

. Aun cuando esta deduccion deFende del estudio del ana-
lIsis, matemafico, vamos, a desarrollarlo apoyandonos en I
teoria vectorial y en la definicion del proaucto de vectores.

A

Hemos visto que si dos vectores P, ({ forman un an-
gulo 0, el producto de estos vectores es igual a

D X Q X €0s o

Ahora bien, sl consideramos la cantidad: Q eos 0; no es
otra cosa que la proyeccion de Q sobre Py diremos que
el producto es Igual al vector P multiplicado por la proyec-

cion de Q sobre P. Asi mismo el producto definido puede
presentar esta_forma equivalente Q X P cos ® v como P eos 0
es 1a, zprc?glecmon (e P sobre Q, vemos que la expresion ge-
neralizadd es [a siguiente:
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El producto de dos vectores es igual al primer vector,

multiplicado por la proyeccion del segundo vector sobre el pri-
mero.

Supongamos que el primer vector es Oy, el sequndo P es

Una suma geometrica de vectores P, -|- P,-f- P..: el producto
de estos Vectores sera

Q X proyeccion sobre Q de (P, -)-P2-|- P3)
es declr
Q X Pcos© = Q X P.COS (X X QrPJ
+ QXP,cos (Q,P2
+ Q X P,cos (Q,P,)
cualquiera de las expresiones del sequndo. miembro representan
JO 'groductos_ parclales de Q y de’los diferentes componentes
de Pt es decir, encontramos |3 propiedad de la multiplicacion
algebrica que dice: para multiplicar una cantidad a por una

sUma b, ¢, o, Multiplicamos a por cada .uno de los su-
mandos b, c, o Y sumamos los productos parciales

ab —}—ac “j' de/

Producto de sumas geomeétricas o0 vectoriales

Consideremos las sumas parciales encontradas en el caso
anterior y lamemoslas
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A = QXP cos(Q P)
A, ==Q X Poeos (Q, P,
A, = Q X P3eos (Q P)

La primera representa el producto de Q por Px pero i
Q esta formado por la suma vectorial

Qr+ >+ Q1+ Qw
encontramos el caso anterior y
A = Q X PreosrP]+ Q X Peos (Q,P.)
+ Q, XPt eos (Q,P,)
1-Q; APt cos (Q,P,)
+ Q, XP, eos (Q,P.)

Aplicando lo anterior a A,y A, encontraremos el pro-
ducto fotal

P X Q X eos 0 m="Pn X Qnieos (Pn, Qm)

[lamando Pn un vector cualquiera de los que componen el
vector P, y Qm cualquiera de los que componen el vector Q.

2PnQm eos (Pn, Qm)

significa la suma de fodas las combinaciones posibles, dos a
d0s, de cada uno de los vectores

P.. P2 Pn
con cada uno de los vectores

Q» Qo Qi» Qm,

Con lo cual uedE\_demostrada la generalizacion absoluta

4

de la multiplicacion aplicada a los vectores.
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Refiriendonos a ejes coordenados rectangulares, |lame-
mos X,, Y, Z, las componentes del vector P v X, Y0 Z,

|as comP_onentes del vector 0. |
Aplicando las pro(fleda BS anteriores, tendremos la ex-
g

presion del producto P por Q.
P X Qcost) = X[XZos(X], X2 + X1YZ2os(X1 Y2
-f- X1Z,c0s(X1, Z2
+ Y]XoCosCY,, X2 + Y}Y™o0sCY], Y2
+ Y 1Z2cos(Y,, Z2

+ / X.2c08(Z,, X,) + Z,YoCos(Z,, Y,)
t [, Z,c08(Z, Z,)

los cosenos (X,, X.), (Y., Y.)V (Z,Z,) soniquales a £ 1
nor tratarse de componentes dé Una misma direccion.
Todos los otrgs cosenos son nulos poraJe [as compo-
Penttes soln perpendiculares, dos a dos; los productos son, por
anto, nulos. . |
La expresion analitica del producto vectorial es pues

PX QXes0= X X, --YIY, + Z Z
que es lo que queriamos establecer.




