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CAPITULO V II

Esfuerzos cortantes y momentos de flexion

Preliminares

h8.—Fibra neutra o media. ES la linea recta o Curva
formada por los diferentes centros de gravedad de las seccio-
nes elementales del cuerpo. Asi en la Tig. 56 [a linea AB es

la fibra neutra.

El area plana generatriz del cuerpo, es la seccion trans-
versal. En [ f?. 56, mn €5 UNa seccion transyersal,
~En las construcciones en general, es usual considerar a la
fibra neutra en un solo plano, v las fuerzas que actuan sobre
el cuerpo estan situadas en el plano de esta fibra.

59.—Sea un cuerpo cualquiera AB, en el que actuan di-
ferentes fuerzas: Rt R2 Flt F2
que se hacen equilibrio, fig. 56.
Supongamos por un. momento
(que este “cuerpo . se divide en ¢os
partes, por medio de la seccion
mn, Normal u oblicua a la fibra
neutra. La parte de [a derecha D
(el cuerloo puede suprimirse .0 qui-
tarse del de la 1zquierda I, siempre
que apliquemos en todos los pun-
_ tos de a seccion mn, fuerzas Iqua-
les a las acclones que estos funtos sufren de la parte de” D.
Se puede constatar que, sI €l seccionamiento se hace efecti-
vamente, ay (ue a,ge ar del contacto que se establezca, des-
Rues de 14 operacion %ntre |as dos partes, no se manifiesta ya

Inguna accion entre ellas.

. Estas acciones son las gue se denominan fugyzas. elasticas
0 Inferiores y no Se_ejercen, de una manera sensiple smo(? 15-
tanclas muy~ pequends, y se puede, por consiguiente, admitir
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que la seccion mn contiene todos los puntos de aplicacion de
gstas acclones.

Por lo expuesto, hay que hacer una salvedad: cuando de-
terminapamos las. reacciones, de los apoyos, aplicamos las
r?glas de |a Estatica, como si se tratase de un solido invarig-
DI§, permitiendo, por lo tanto, desplazar los puntos de apli-
caclon de las fuerzas. a lo largo de su linea dg accion; a fin
de hacer las composiciones |\9ue pueden ser utiles para la so-

!

lucion de los problemas. Mientras quecuando se trata de
lasfuerzas elasticas, vemos que no es posible el desplaza-
miento en su linea de accion, pues los puntos de aplicacion

son {90& | , oo

n ejemplo nos aclarara este principio:
Consideremos . fig. 57, que AG represente un
coeenglampre suspendidg en uno de los  extremos, en
G por ejemplo; sI hacemos que en el Punto B
actlle una fuerza de arriba hacia abajo, la parte
g (B sera la Unica parte que traba!e, haclendo equi-
librio a la_fuerza, sufriendo por lo tanto upa ex-
~_tension; mientras. que Ia parte AB no t_rabajlara, l0
8 71 gue sucederia solo en el caso de cambiar €l punto

e aplicacion de la fuerza de B a A.

6_0.—Ané|i§i_s de las fuerzas elasticas CO,nSideremOS
una pieza prismatica, por ejemplo una viga AB, f|g. h8. Ha-
Jamos una seccion mn, €N un punto cualquiera de la viga,

fig. 6
R m

|

nlo_rmdal a la fibra neutra y no como antes que podia Ser In-
clinada.

o oea R, ;( R, las resultantes de las fuerzas exteriores
aplicadas en la parte de la izquierda y de la derecha de I
viga. La fuerza R, se puede trasladar al centro de gravedad
de” la seccion mn, Siempre. que anadamos el par de traslacion,
cuyo momento. es im, € Iqual a la suma de los momentos ge
las’ fuerzas aplicadas a la izquierda, con relacion al centro de

gravedad de la seccion.
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Ahora, la fuerza R,, resultante de las fuerzas, exteriores
de la 1zquierda, hace ,e,%mhbno a las fuerzas elastlca\s (que ie
desarrollan en la seccion mn, de [a accion que. resulta de la
Parte D sobre la I. 'Y como las fuerzas elasticas denidas a
a accion df la parte | sobre la D son |gfoles a/ de sentido
contrario a las precedentes, se deduce qué fas flerzas elasti-
cas que se _ege“cew en la seccion mn por fa parte | sobre la D,
tienen, [a misma resultante aplicada en el centro de gravedad y
un mismo par; amnos son iguales al de las fuerzas™ exteriores

4

que actuan en la parte de la fzquierda |

L3 resultante de traslacion R, al centro de gravedad de
|a seccion mn, puede reemplazarse ;t)or su proyeccion, N, so-
bre 1a fibra neutra, es decir, perpendicu-
ar a la seccion y. por su proyeccion C
sobre el plano de' la seccion, fig. 59.
La componente N se llamd esfuerzo
normal.  La componente C se la deno-

MINad esfuerzo cortante.

El momento  del par de fraslacion puede Igualmente
descompongrse en dos, proyectando sobre los dos planos: el
de l1a seccion y el plano de la fibra neutra.

La proyeccion en el plano de la seccion que tiende a
torcer el cuerpo considerado, se llama a causa de esto, par

89 @ momento ae torsion.

de torsion y Su momento comtu

La proyeccion sobre el plano de la fibra neutra da up
par que tiende a romger el ‘contacto de las dos partes del
cuerpo considerado. Se les llama par de flexion y su mo-

MENI0, momento de flexion.

~ En el caso dqeneral de [as construcciones, las fuerzas ex-
teriores estan todas en el plano vertical que contiene la fipra
neutra\. En este caso Ia [pro eccIon %ue da el par de torsion
es nulo y por consiquiente Su momento.

Ademas de esto, las asplicaciores, mas frecuentes son las
relativas a las vigas rectas, cuya fibra neutra es una linea

4

recta y que esta sometida a fuerzas normales a esta fibra.

Para estas Biezas, el esfuerzo normal desapﬁrec.e,, y no
queda sino el esflerzo cortante y el momenta de flexion.
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De donde resulta que 8l momento del par de flexion €N U]
Punto dado, tiene por Valor, el producto de la_ resultante ge
as fuerzas exteriores, a Ja |_zciU|er_da de la seccion Incluida la
reaccion del apoyo, por la distancia de esta resultante al pun-
to considerado.

Y tambien, el esfuerzo cortante es la suma de las fuer-

7as situadas, 4 1a Jzquierda o a.la derecha de la seccion con-
siderada, alli Incluiaas las reacciones de los aPoyos.
. El esfuerzo normal es la suma ce todas las fuerzas ho-
rizontales, es decir, a la suma de las proyecciongs de las
fuerzas externas, situadas a la Izquierda de la seccion consi-
derada sobre la tangente a la fibra neutra.

. Observaciop. EN 13 mayor parte de los casos, las sec-
clones transversales, . son figurds geometricas simples ciue ad-
miten una linea de simetria que pasa por todos los centros de
gravedad; esta linea que viene a Ser, por lo tanto, normal a los
lanos de las infinitas secciones, s la fibra neutra. _ Para sim-
olificar el trazado, en las figuras que siguen, w?a esta re-
o_res%r,tada por una linea que es Ia fibra™ neutra o Ta linea de
Simetria.

Determinacion de los esfuerzos cortantes y momen-

tos DE FLEXION EN UNA VIGA HORIZONTAL SOBRE DOS
APOYOS.

. 61.—Sea una viga XY, en la que actuan tres fuerzas ver-
ticales, ab, be y caf CON las que trazamos el dinamico y el fu-
mculalg; Iu% 0 Se determina las reacciones X y Y de [0s apo-
yos, Fig. 60.

Hagamos un seccionamiento de la viga en 5. Entonces
el sistena de fuerzas — X -f- ab, que.actuan en [a porcion de
|3 1zquierda de la viga, estan en equilibrio con el Sistema de
fuerzas, oe, -f- ca, — Y, que estan en la porcion de la derecha.

SI se suprime la porcion izquierda de la viga, para que no
se altere el equilibrio, es necesario anadir al sistema que actua
sopre la porcion de la derecha, la resultante de — X ab
y el par de traslacion de estas fuerzas a la seccion 5.
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De suerte que, las reacciones de una porcion de la viga
sobre [a otra sereduce a una resultante y un par.

_l,Hbay pues dos resultantes en equilibrio y dos pares en
equilibrio. | |
Estas dos resultantes aplicadas en ss, son de sentido con-

trario, y de Intensidad comun, que expresa el valor del esfuer-
zo cortante €N la SECCION ss.

Ademas, para otro punto de la viga tomado entre la fuerza
ab y be, 12 resultante de las, fuerzaS_de la derecha o de la
lzquierda queda constante e Igual a R.

Y _tambien se nota que para cualquier punto de la viga,
entre XV ab, la resyltante de las fuerzas de la derecha o “de
|a 1zquierda aumenta de la magnitud de ao; mientras que pa-
ra cualguier otro punto situddo entre be Yy Ca, la resultante

Je las fuerzas de la derecha o de [a 1zquierda, disminuye de
a magnitud de we.

Estas Progiedades Se_enuncian as; |
. El valor de] esfuerzo cortante de una viga, en L
gurto cualquiera, esta dado por la magnitug de la resultant

e (35 uer&as, tomadas Indiferentementé, a la derecha o0 a
lZquierda de este punto;

QD (D S
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20. El valor del esfugrzo_ cortante no varia para todos
los puntos situados entre dos fuerzas consecutivas,

30.  El valor del esfuerzo cortante, mas allao mas aca
L?erzuanafuerza, disminuye 0 aumenta de la magnitud de esta

Selgun esto tracemos el dlar%ram rﬂare_sent tIvo_del esfuer-
70 cortante para todos los puritos de la viga, fig. 59.
El valor del esfuerzo cortante entre X 'y abseS el valor
de la reaccion en X. Sobre una linea cualquiera, paralela a
la viga, sea la mp Y @ partir del punto n=se levanta, una ver-
tical "mo de longitud |Pual 1 1 maqmud de la reaccion en X,
sequn la escald adoptada. Por €l extremo de este vector,
DOT o, Se traza una paralela a la viga, hasta la linea de ac-
clon de la. fuerza ab; pues el esfuerzo cortante ng varia.
De este ultimo punto, de p, el esfuerzo constante varia de la
magnitud de la fuerza ab; entonces se baja el vector pq Igual
a la fuerza ab y en su sentido.

De q.una horizontal hasta r; de este punto r se haja
una magnitud rs Igual a be.

. Hay que notar que en este punto, r, Se pasa de la re-
8|on_super|or de mn @ I3 Inferior; €l esfuerzo cortante cambia
e signo, cortando al eje .mn. ,

asl se sigue sucesivamente para las demas fuerzas,
hasta _IIe?ar al punto n. .

S ¢l trazado esta bien hecho, del punto v se debe llegar
al punto 2 trazando la_magnitud de la reaccion en Y. Padra
facilitar el trazado, el dinamico se_Pone en [ugar conveniente
det,mawelra fde p6r6)yectar [as magnitudes de las fuerzas, como
esta en I3 fig. 60.
 E dlagrqama representativo de los esfuerzos cortantes es
el area mopgrstuvn, %u? esta sombreada. _

Para conocer el esfuerzo cortante en un punto cualquiera
de I3 wlga, es suficiente bajar, por este punto, una perpendicu-
lar, hasfa que encuentre el” perimetro del area. Asi €l vector
a(, medido a la escala de las fuerzas, da el esfuerzo cortante
para e% (Punto ss. . .

Anora nos queda por considerar, el par de traslacion, de
la resultante de las fuerzas situadas a la derecha 0 a la 1zquier-
da de_la seccion, o .

Estos dos pares, de la derecha y de la 1zquierda, tienden a
romper el contacto de las dos porciones de Ia viga; estos son




UNIVERSIDAD CENTRAL QQ

los pares de flexion, que estan en el plano de la fibra neutra y
como estan en equilibrio, tienen el mismo momento.

La resultante de — X y ab £S Rh
EP momento de? par deytrgslacﬁ)n de R' ¢S

«"R'= vSXy (0
m. R = y3 (2)

lamando Aa la distancia polar. En la sequnda expresion, Vo
se medira a la escala de momentos.

. Estas expresignes son deducidas, al aplicar, lo que hemos
du:,hot e)n lo relativo a momentos estaticos, (pag. 54 y Si-
guientes). 3

Luego para conocer el momento de flexion en un punto
cualquiera de una viga, es suficiente:

lo. Trazar en este punto, una paralela a la_resultante de
las fuerzas de la derecha o de la izquierda; es decir, una verti-
cal, puestp que todas las fuerzas, son verticales, y comprendida
entre los lados extremos del funicular;

20.  Multiplicar este segmento por la distancia polar,

L2 ordenada el funictlar se medira a la escala de_las
fueergéas y la distancia polar a la escala de longitudes o vice-
Versa, . . ,

De donde se deduce que el funicular constituye el area

representativa de los momentos de flexion.

S| se quiere, por comodidad, que el lado de cierre sea
paralelo a la viga, para mediy directamente en cada punto el
Segmento comprendido en el area de los.momentos de flexion,
se”procede _as): construidos ya el dinamico y un_funicular, se
traza por E (puntq que dete€rmina las reacciones) una parale-
|3 ala.viga sobre [a ‘que se _toma un nuevo polo P', con una
distancia polar 1gual @ A, EI funicular de polo Pf, se cons-

truye, de manera que la misma viga sea el lado de cierre.

Observaciones. EI area de momentos demuestra, que
todas_ [as ordenadas como VO cLue corresponden a Sus Vertices,
coinciden siempre con las fineas de accion de las fuerzas.

Para encontrar el momento.maximo, que es exactamente
k fz)arte %ue corresponde en la viga a la secciop peligrosa, S8
traza und paralela al lado de cierre por el vertice del area
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que se obtenga la ordenada maxima. A partir de esta, los
momentos van disminuyendo hasta .anularse en los apoyos

_La conaicion algebraica de maximos en los momentos de
flexion es dM/dx = o_ Y como se sabe tambien que
dM/ax = C, enla gue C es el esfuerzo cortante, se deduce:
que .el momento maximo de flexion, o lo que es lo mismo fa
seccion peligrosa, se encuentra en el punto en que el esfuer-
70 cortante tambia de signo, o se anula, y por tanto, corta al
ee del diagrama.

En la formula (1) si la distancia polar A es igual a la

unidad de longitud, las ordenadas del funicular dan directamente
el valor del ‘momento para el punto correspondiente.

Hay interes para que la misma viga constituya el lado
del clerre del funicular.

Se puede_conse?uir, tambpien, la horizontalidad del lado
de cierre, haciendo Ta traslacion de las ordenadas del funicu-
lar a la linea que representa la viga y sobre cada linea de
accion.

| Lueqo Se une por rectas estos diferentes puntos y se
obtiene €l nuevo funicular.

Aplicaciones

62—'0 Momentos ae flexion y esfuerzos cortantes ae
una viga simple con carga uniformemente repartida.

~Sea la viga de la fig. 51 de luz /y con la carga p por
unidad de longitud.

Por la simetria de la c_arga, |as reacciones son Iquales
entre ellas e Iquales a la mitad de la carga total: pl/2.

~.Se sabe que para cualguier seccion distante x del apoyo
izquierdo, el esfuerzo cortante es igual a la suma de las fuer-
zas de la 1zquierda de la seccion.

C—-y-—pmpx=p(y —x) (1)

S c es la ordenada correspondiente a una abscisa x.
entonces esta ecuacion es la de una linea recta:
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Cuando x = 0 C—pli2
« X 12 C=
« X 1 = - plf2

Luego el diagrama de los esfuerzos, cortantes se cons-
truye haClendo gi lgual a la luz de la viga, y trazando gr €
ik 1qual a la reaccjon pl/2, y entonces e ure £y k. .

El momento de flexion,” para un punto x del apoyo Iz
gmerdo, es 1gual a la suma de los momentos a la Izquierda
e la seccion:

M=¢ X- PXy=y P(Ix-X;) (2)

Esta es la ecuacion de la parabola:

para x = 0 M= 0
» x = W2 M= (maximo)
» X =1 M= 0

~El diagrama de los momentos se construye, trazando
gtal a |3 ﬂ?z JQ% Viga; entonces se traza Iaymagmtua qrrgrrf

*n|tag?|gual al momento maximo y entonces $e construye
a paranola .
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Si_la totalidag de la carga fuera concentrada .en la mitad
de la viga, AB seria el dinamico y BC 'y CA las dos reaccio-
nes, (e PoIoP con una distancia poldr A y el funicular mst

De los triangulos semejantes PAC Y msq S€ tiene:
A u |
[ip> gs

Si se hace Aigual a la unidad, la ordenada:

s = £ 0)
y cOMo
qr= £ (4)

se deduce que. el momento maxjmo Para Una car%a_ concen-
frada en la mitad, es el doble del valor que se obtiene para

una carga uniformemente repartida. |
Este otro procedimiento, para trazar la parabola, suele
ser a veces mas expedito, fig. 61 a.
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Sea XY |alyz de la v;%_a g sobre XY como cuerda.y
h, 12 perpendicular en la mitad de la luz, vamos a dioujdr
E paranola, de manera que sea tangente en los puntos X y°Y.

Se traza primero la linea iIndefinida XZ paralela a cnr

luego se toma
ch — 2.ce= %\!2

Entonces, para determinar un punto de [a parabola co-
rrespondiente a un punto cualquiera a, tomado sobre 13 viga,
es syficlente trazar ax paralela a ce y por o una paralela” a
[a viga, hasta la interseccion con XZ, entonces_Se tiene ¢
punto” o; este punto se une con el vertice e El punto (e
encuentro « de de con ak €s €l punto buscado de la parabola.

Se repite el mismo trazado para cualgtier 0tro punto de
13 V|Pa, hasta tener un numero suficiente de puntos de la pa-
rabola que permita unirlos por medio de una curva continua.

Las lineas Xh y Yh seran las tangentes en los apoyos
de la viga, haciendo que ce— en

Para trazar la tangente ep un punto j de la ,Parabola,
Se proyecta este punto “en m, luego se toma las mitades de
oS "segmentos, mY y mX, por @stos. dos puntos £ y.n Se
trazan paralelas ai eje mayor y se obtienen las Intersecciones
iy g con las tangenites extremas; se une estos puntos que
es” la tangenta buScada.

63—20 Caso particular.— 'Determinar los diagramas de
los esfuerzos cortantes y momentos de flexidn para una viga so-
metida a la accion de una carga unica F.

En la fig, 82 s.ia [a viga de 6 metros de longitud y una

carga_F = 1500 kilos. = = |
En_este caso el dinamico .se reduce a.Ja magnitud

AB = F = 1500 kilos, y el funicular a yn triangulo™1-2-3

/

e trene SUf vfe*tlces en “las lineas de accion de 10s apoyos
9 en la de la fuerza F. o | ,
Por comodicdad se hacg |3 d|s,tan(f|a polar igual a un nu-
mero entero de [a_unidad de longitud, digamos™2 metros.
on el polo P, se ha trazado el funicular de Jados 1, 2

.3;% ralela al lado de clerre 3 trazada por P da la mag-
hitlid e fa reacclones: I cata f J
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CA= X= 285 kls y BC=Y = 625 kilos.

Este funicular reé)resenta el dlagrama de los momentos
de flexion, a causa de Ia carga Se. observa que la or-
(enada maX|ma 0. se3 el mo ento maximo tiene lugar bajo
la carga F y es igual a n— 1.090 kilos multiplicado por

la distancia polar:
zm o= 1,090 X 2= 2.180 km.
Verificando por la expresion analitica da:

fie s - X okm ()

a diferencia depende de la apreciacion con la escala, al me-

dir 13 orcienada .
a expresmn anterlor es la distancia de la carga al

apoyQ I1zquierdo; / la luz o jongitud de la Vi
: y %|en g valor dze |as regcmones e ptgede comprobar

por Ia formula:
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Con estos valores se proyectan los extremos de las fuer-

zas del dinamico para. tener &l diagrama_del esfuerzo cortan-
te, q%e es ¢l area poh&ora(s X ES UVvy" .
. o6 observa que clando el esfuerzo cortante campia de
3|%no 0 pasa por cero, sobre esta vertical esta la qrdenada
maxima del momento de flexion. Esto se puede probar tam-
bien analiticamente, ep efecto; ,

Para a < x; €5 decir, cuando la fuerza F esta entre el
punto M y el apoyo izquierdo, el momento es:

F. X Sl-a)

(0

y la derivada de esta expresion dara el esfuerzo cortante C;

m

i 4T A )
y para x > a, el momento es:
F.a (I
_ a1(| X) )
y la derivada es:
F. a
C | (7

Las expresiones (52 V. (78 son Identicas a la (2) y (3).
re]setgaatlIJ\I/tolma cambiada 0é Sigho, que es el esfuerzo cortante

Se observa tampién %ue el momento de flexion maximo,
se produce siempre bajo €l punto de aplicacion. de. |a carga.

En efecto sI tomamos otro punto de aplicacion de”la
carﬁa, el N go_r, ejemplo: [a linea ,r,eoresentalnva de Jos mo-
meftos. de flexiones tambien un triangulo, el XVY, _f|g. b2-.
aE”ste trjangulo tiene sg,e)mpre por base la luz de 1a viga y por

tura_ [ gxoresmn -
. En este trazlado 1eMos hech?, qu el lado de ciene saa
siempre horizontal: para lo cual el polo se. tomara sobre la

horiZontal trazada por el punto que determina las reacciones,
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neecto tomaremos la misma distancia polar del de la fi

asi las ordenadas mediremos a la misma escala. Se ve ue
las ordenadas bajo el punto M son iguales en las dos f|guras
puesto que la posicion de la carga es” la misma.

Eues astas cambian en relacion con la gosmon de la car%2

fig. 62-q

S la carga se desplaza la fo*mula (1) Indica que el
vertice V descnbe Una J)arabo a y.el mayor de los momentos
sedproduce en la mitad de la luz, Siendo su valor el ya cono-
C1d0;

Fl

La parabola la trazaremos segun el metodo indicado en el
N°. 62; haciendo
UT = Lt

Entonces el diagrama representativo de los momentos e
flexion, para una posicion cualquiera N de la fuerza F, se en-
cuentra bajando unha vertical por este punto hasta que encyen-
tre |a parabola; luego se une este punto a los apoyos y el trian-
gulo XVY serd la linea buscada.

Ya tendremos ocasion de aplicar estos conocimientos
cuando hablemos de cargas moviles.
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64 30. Caso particular. Encontrar los diagramas de
los momentos de flexion y esfuerzos cortantes para una viga de
dos apoyos libres, en la que se aplica una carga uniformemente
repartida, solo en una parte de la longitud

fiq b j

Sea la viga X Y de longitud /; a partir del apoyo X tie-
ne una carga uniforme de longitud x y

Para Obtener el diagramd de los momentos de flexion se
opera como en el casq precedente. Se traza 13 carga concen-
trada en la mitad de .la zona cargada v e?ulvalente a la carga
uniforme.  El djnamico  ABCA v “el funicular correspon-
diente. que se reduce a un triangulo € mont cuyo lado de clerre
€S mn.

Las proyecciones de los extremos de la carga uniforme
spbre el funiCulay, dan los puntos de tangencia m Y q de la pa-
rabola, que es [a curva gue limita en”el dlalgrama de mo-
mentos, para esta clase de carga; que se la fraza segun el
procedimiento ya conocido. . La ordenada maxima es = que
de?e estar en la misma vertical donde el esfuerzo cortante es

nulo.

Asimismo, para el dwqrama de los esfuerzos cortantes
e ﬁ)rocede [IMero como si Tuera c_a“%a concentrada; despues
se hace la modificacion correspondiente proyectando la zona
de carga uniforme hasta que Intercepte al diagrama, luego se

ne, estos pJntosf por medio de una recta. Elarea superiores
positiva y la Inferior negativa.
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65.—Aplicacic’>n.—8ea una viga de 7 m. de luz, sobre la
que actua cargas parciales y uniformes de 2,00 m.y 2,50 m. de
longitud y de intensidades de 800 a 1.000 kilos por metro lineal;
situadas en cada extremidad de la viga. Vamos a trazar los
diagramas de momentos y de esfuerzos cortantes.

Se encuentra primero las reacciones de |os apoyos, con-
siderando @ las cargas como. concentradas en la mitad de cada
Zona y valiendonos de un funicular de polo arbitrario; la pa-
ralela al lado de clerre, trazada por el polo P, nos determind @
punto D. en el dinamir:; de manera que, fig. 63 a.
X = 1820k, Y= 2280k, ,

Para ¢l cdlculo anterior, se necesitaba del funicular que a
a vez nos representa tambien. el diagrama de momentos.
En este haremos las modificaciones correspondientes a car-
%a_ repartiga. - Por los extremos de las zonas cargadas, se

ajan verticales que cortan al funicular en dos plntos que

2 500

Longitud 1:100
Escolas: Puorzas Icr"-10GOK
Momontos 1cin-IOO OKM
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son los de tangencia de Ig goarébola. L2 curva debera estar
comprendida entre estos dos puntos; tal como claramente se
ve er})\ 2 f|8. 03 a. . ,

S| queda completamente definida el area de momentos,

3 qUE esta sombreaga. .
; | momento maximo Sse encuentra sobre la vertical tra-
7ada por

el punto donde el esfuerzo cortante pasa por. cero,
que ocurre a los 4,75 m. del apoyo izquierdo 'y su valor es

oM = 2.600 km.

EI2 8|a?rama de los esfuerzos cortantes se han trazado
Por_lgs metodos conocidos, con ayuda del dinamico que se
¢ sﬂuP ¢ Iugar conveniente. .

El esfuerZo cortante maximo, se presenta en el apoyo
derecho y cuyo valor es de 2.230 k., iqual al valor de’la
reaccion “de este apoyo, y €0 de signo négativo.

66.— Caso en gue la carga no esta repartida uniformemen-
te, sino que va aumentando sucesivamente de un punto de valor
de cero a otro de valor maximo.

Estas cargas .se presentan cuando se trata de la presion
de tierra o cudlguier otro material pulverulento.

Sea una viga de 8 m. de luz y soporta arena en talug
natural de 3:1. | |
~Distan entre sl las wgas de 0,80 m. La densidad de las
flerras es de 1,60. Encontrar los diagramas de momentos de
flexion y esfuerzos cortantes, fig. 63 1. | |

La reparticion de las cargds se Indica en la figura, por

Fl lfr.langulo VXY. Los demas datos numericos constan en
a flqura.

| peso total que gravita sobre la viga es:

——2 X 0.80 X L600 = 13.670 Kilos.

Como no es uniformemente repartida la carga, se divide
el trlanugul_o_ VXY en ]‘aéas estrechas; c_Joara concrgtar |degs
hemos . aividido en 8 fajas de 1 m. de dncho. Cada una de
testas Ll%uras asl descompuestas son trapecios y la ultima un

ranqul | | |
. % aven?ua lag areas de estos trzﬁpecmsy Iuego multl-
plicando por Ta densidad se encuentra el peso.” Entdnces se
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decslecr%i&a Ie%s lggngggsldeglgrgvgggd, por medio de los metodos

H Escalos

L ongifud | 100
Fuer¢as

estos centros de gravedad actian los pesos corres-
tes a cada trapeclo.

el caso presente, para simplificar los calculos,. hemos
yal a la ‘base medja respectiva; puesto que tienen la

misma altura y profundidad. -
Con estas hases medias hemos trazado el dinamico

AB
de 15

La

. |y el funicular de polo P. La distancia polar es

paralela ai lado de cierre, trazada por P nos deter-

mina las reacciones,

X = 8970 kj Y= 4700 k
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Despues se hacen las modificaciones del funicular parg
carga repartida; que en este caso el area de momentos esta
limitada por una parabola cubica.

El diagrama de los esfuerzos cortantes se construye pro-
Yectand_o S divisiones de la carga hasta que se corten con
a5 horizontales trazadas por los™extremos dg los pesos del
dinamico. La figura explica muy Dbien por S misma.

La linea que limita el diagrama de los esfuerzos cortan-
tes es una parabola cuadratica.

El momento maximo de flexion se encuentra, sobre la
vertjcal trazada por el punto donde el esfuerzo cortante se
anuia.  Este punto dista del apoyo izquierdo 3,25 m.

~La ordenada maxima mide 28 m/m. Como la escala del
dinamico es 1 centimetro por 2,5 metros cuadrados, tendremos;

= 28X 25= 7,00 m-.
luego el momento maximo vale;

avi= 7x 0,8 X L600 X 1,50 = 13.440 km.

.~ El esfuerzo cortante maximo ocurre en los apoyos y es
iqual a las magnitudes de, Jas reacciones de los apoyos, con
SU sqno respec IVRZ es positjva el area (1ue esta sobre °“la hori-
zontal y negativo la que esta bajo esta linea.



4of; ANALES DE LA

67—50 Momentos de flexion y esfuerzos cortantes pa-

ra una viga salidiza en ambos extremos y sometida a cargas
concentradas.

Sea laviga XY, en la que actuan las cuatro fuerzas re-
presentadas en la fig. 64. . S

La primera fueiza ab y [a ultima de, estan aplicadas en
los extremos volados de la viga.

Las Intersecciones del primero y ultimo lado del fupicu-
lar con la vertical de los apoyos, determinan ¢l lado de clerre,

vy una paralela a esta linea por el polo nos da las magnitudes
de las reacciones X

Y.
E| diagrama (e Vos esfuerzos cortantes se traza, lie/ando,
a partir de”una Ijnea horizontal la magnitud de la primera
fuerza, la ap, hacia pajo, 0 sea en el sentido de la fuerza, de
alll una horizonfal hasta la. linea de la reaccion y de este

/

punto, hacla arriba, la magnitud de la reaccion X,y asi su-
cesivamente.

El diagrama de los momentos de flexion, esta hecho, con
el trazado del funicular y. su lado de cierre, que forman tres
areas diferentes; que se “Interpreta diciendo que el area que




UNIVERSIDAD CENTRAL 407

efta bajo el lago ge cierre los momentos. son negativos; en
el cgso” contrario, los momentos son positivos. Pero como
las areas qel funicular inue en camoiar, las de arriba ponien-
dose pajo la linea de cierre y reciprocamente, con solo cam-
biar el H)olo, P, situandolo al otro lado ael dinamico, vale mas

analizar asi:

Los esfuerzos cortantes cambian de signo, tanto en los
ago 05, como bajo la fuerza ne y sequn lo “establecido antes,
se (educe que. hay tres.momerntos maximos. En cualgmer
punto de la viga, "a la 1zquierda del apoyo X, Ia.resultante
de las fuerzas exteriores (esfuerzo cortanté), esta dirigida ha-
cla abajo y actua. a la 1zquierda del apoyo; engendra, pues,
un momento negativo. _ En los puntos de 1a viga, comprend]-
dos en_la region entre X y m, Ja resultante tiéne su. punto de

aplicacion & [a derecha y esta diri?jda hacia arriba; luego
tambien engendra un momento negativo.

En los puntos m P/ n N0 hay momentg; por esto se les
|lama puntos de momento nulo. La deformacion de laviga cam-
bia en estos puntos, razon por la cual tambien se [es [lama

a estos puntos, de Inflexion.

El area que esta entre los puntos m y nt 10s momentos
SON PosItIvos.

- En la f|Pura 04, se ha trazado en lineas de puntos el fu-
nicylar con el [ado de cierre horizontal; para esto, se dibuja el
dinamico trasladando las fuerzas en el orden que se [3s™ en-
cuentra: de.suerte. que despues de ab, Se fraza 3. reaccion X,
en su propio sentjdo y as| con las demas; la distancia polar
se hace tambien igual a la, primera. |

Mas simple eS, a partir de unalinea horizontal, trasla-.
dar I3s ordenadas _d,eldlaqrama de momentos en lasrespectl-
vas lineas de  accionde, Tas fuerzasy. despues se une los

extremos M Se tleng un,dlagrama identico al trazado con |-
neas de puntos en la fig. 64,

68.— Diagrama de los momentos de flexiobn y esfuerzos

cortantes para una viga salidiza en ambos extremos y con car-
ga uniforme,

lo, Caso.—L3a parte
DOS extremos t}/nimldg 2 m

sallidiza de la viga es igual en am-
. 1
m.; la carga uniforme es de 5

Ion%ud enfre apoyos es de 5
00 Kilos por metro.
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Por 1a simetria de la carga, .respecto de la mitad de |a

viga, las reacciones X v Y son Iquales, cada una soporta la
mﬂad cfe |%1 carga total.y ) :

Debemos considerar separadamente las cargas repartidas
sobre las partes UX, XY 'y YV. Las IntenSidades de las
cargas son evidentemente proporcionales a ia longitud de ca-
da Una de estas partes. o

Habiendo asi* determinado las Intensidades de cada una
(e las fuerzas, que consideraremos. por lo pronto aplicadas en
la mitad de cada una de las regiones, cqnstruyamos el di-
namico, tomando. el polo P sobrg” una horizontal. Del pun-
to A de esta horizontal se lleva la fuerza A-B igual a 1.000
kilos, porque la carga repartida tiene una Intensidad de 500
kilos por metro y como tfiene 2 metros de largo da 1.000.
A partir del punto B_se lleva la magnifud de Ia” reaccion en
X = CBgual a 2.250kilos, que €S ia mitad de la carga
total. Del punto C |a 'na?mt_bd C D 1gual a 2.500 kilos
gue es la carga sobre la parle intermedia.~ De D Ta magnitud
de la reaccion Y = DE Iqual a 2.250 kilos. Y porfin la
fuerza E A, magnitud de [a tercera porcion e igual a 1.000
kilos, que cierra el dinamico. _ |

Se construye el funicular nijkr; teniendo cuidado, de tra-
zar estos lados paralelos al respectivo radio polar; .fijandonos
el orden en que colocamos las fuerzas en el dinamico.

Pero como la carga que lleva la viga, es uniformemente
][epartllda, hay que hacer las modificaciones convenientes en ¢
unicular, o
A caga una de las tres porciones en que esta dividida la
vuia, Por las verticales de loS apoyos, corresponde una para-
bola, tangente en los puntos que las limitan. ~Los puntos my
i, para_ |3 parabola que corresponde a la seccion U X. Para
|3 seccion Simetrica 10 puntos k y n.

Para la region Intermedia los puntos iy n son los puntos
e tan%enma. ,

S puede tambien proceder ge otra manera; Para Jo cual
se traza primero el diagrama de los momentos de flexion para
[a region Intermedia "X Y, .con prescindencia, de las dos
P_artes voladas, para carga uniformemente repartida y_se 0b-
lene el area encerrada dentro de la parabola ¢ o 1 {f 651*
~Luego se pone el valor del momento que. la cargig sobre 1a
Viga sallqhza gjerce sobre el apOXO, que €s |%u?l [f 2; @ Ja
(Ue p es fa carga uniforme por Unidad y 1 €5 1a longitud e
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la Pnarte salidiza. Lgs, 10s giartes salidizas son 1quales, los
momentos seran tamoien |gu es y cyyo valor es de”1.000 km.
Este valor se traslada a escala a partir de IosrPuntos iy K Y
asl se tiene los puntos k Y se Une estos Pu tos por una |I-
nea; entonces se trazan loS arcos de parabolas i_'rl’ly hrrilas
areas somnreadas son las que repesentan el diagfama de los
momentoi de. flexion para_ este caso de carga.
~Por la simple mspeccion de la flg?uras notara que las dos
areas de momentos trazadas son iquales.

L0s momentos. maximos se obtienen en los dos apoyos V
en el medio de la viga.

Los momentos de los apoyos son negativos y valen
f=1Th"= gk= kT = 1000 km.
En momento en la mitad de la viga es positivo y vale
op = o'p' = 560 km.
Estos momentos hemos medido con la escala de momen-

tos, en la que un centimetro equivale a 1.000 km.

Para la construccion del area representativa de los esfuer-
205 cortantes, se hace, lo que hemos dicho antes por analogia
en casos de carga uniformemente repartida

Primero trazamos para las tres fuerzas concentradas y
se obtiene el diagrama de los esfuerzos cortantes

g r'rss' t' tuu' vh

Lye%) se hace las mo?jficaciones (que corresponde a car-
a unifor f,,trazando [as lincas g—r, s—t Y u—v. Se
lene asi el area sombreada grsziuv.

~Como antes, las areas gue estan sobre la horizontal son
positivas; las que estan debajo negativas.

Se ohservara que en el gunto z, el diagrama de_los es-
fuerzos cortantes pasa por cero, y luego cambia de signo; la
R“oyeccmn Je este %unto nos da el puito del momento marr
0. T.ambien camnia de signo, el esfuerzo cortante, en los
apoyos que corresponde a momentos maximos negativos.
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IOOCjifUd: 1:100

ES5COIO5 . fuorzos : 1. * 1000 K.
nioniaritog¢i: I - 1000 KM
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09.—20. caso. La parte salidiza es desigual

En |a fig. (LS, a, consideramos asi mismo, una carga re-
partida de 500 kilos por metro.

~La luz entre aéaogos S de 5 metros. La parte salidiza
izquierda mide 2 metros y la de la aerecha un metro.

La longitud total de la viga, es por consiguiente 8 metros*

Como antes, consideraremos primero como carga con-
centrada en [a mjtad de cada yna de las porciones y~vamos
asl a determinar las reaccionesde los apoyos.

La porcionizquierda vale 2 X 500= 1.000 k.
» » Intermedia » 5 X 500=2.500 k.
» » derecha » 1 X 500== 500 k.

Tracemos el dinamico A'B'C'D' con polo arbitrario P*

y ¢l funicular_que se desprende sxmsp o' Y SU lado de cle-

e nq_por P'una paralela a esta linea"y se obtiene el

unto ET que determina las magnitudes de las reacciones
E'y E'AY, 0 sea:

X = 2400 k; Y == 1.600 k.

Conocidas las reacciones tracemos un nuevo dinamico
ABCDEA, se han tomado las fuerzas en el orden que se en-
cuentran.  Por el origen A, se fraza .una horizontal, sobre la
que tomamos el polo™P cuya distancia polar es conocida, en
nuestro ejemplo €s un metro.

| D|buljemos el funicular de polo P cuyolado de cierre es
horizontal.  Para evitar confusiones hemos numerado los ra-
dios polares y los mismos numeros tienen los lados corres-
pondientes d% funiculay. Esée_es el ihmspar, . .

Ahora agamos as modificaciones en el funicular, ulti-
mamente trazado, para carga uniformemente repartida, para
esto . tracemos los arcos de parabola, bajo cada, una de las
norciones en que se ha dividido la viga: la parabola im pa-
ra |3 porcion de dos metros y tangente en estos puntos; la
naranola mpp, para la region ‘intermedia y tangente en niy
oy la parabola pr para™la porcion Izquierda V tangente en

l0S" puntos p Y .
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El area sombreada sera el diagrama representativo de los
momentos de_flexion para una viga con extremos salidizos
con carga uniformemente repartida

Lad areas que estan sbre e[ lado de cierre del funicular
son posmva Ias %ue estan b JO negativas.

Se puede tam |en roce [ CO o en el caso primero; Tra-
zando prlmero la parab o a 5010 'oara la reglon intermedja, con
exclusion de las porciones salidizas, para car 8a uniforme.
Se tiene entonces la parabola tn'rip; pues la ordenada en [a
mitad_tiene .que ser |%ual a pl'/8*

Determinemos [0S momentos en los apoyos a caysa de
la carga en 1as po*cmnes saligizas; tienen ‘por valor pl?/2 y
pw2 ara la izquierda v para la derecha respectivamente,

on los valores “numericos nos da para el primero
1.000 km.; para el segundo es 250 km. ~ Se lleva sobre
la vertical ‘de |os apoyos estas magnitudes a la escala de mo
mentos Yy se obtiene [os puntos @y v. Se une . estos pun
t0s. con“una recta, pues [0S momeéntos no cambian en esta
region: entonces se trazan las Iineas ni Yy vio. Se trazan
0S arcos ae parabolas tangentes a [as lineas vi= y nii en |os
puntos vy K para la |qu|erda y para la delecha tangentes
a las |neaSvK gKv eNn OS UntOS v YV or.

El area som reada sera el dlagrama representativo de los
momentos flexion, para carga uniforme.. El area sopre el
|ado ¢ emerre es positiva y 1as gue estan bajo son negativas.

El d|a%rama de los esfuerzos cortantes se traza de una
manera seniejante a los casos anteriores: se proyecta el dina-

Mico, que nos 3|rV|o para trazar el diagrama de los momen-
tos de flexion, hasta que corte a cada Una de las fuerzas que
actian sobre 1a viga y en sus respectlvas lineas de accion pa"a
cargas concentradas; Iueﬁo e hace [as modificaciones para
cargar uniformes como Remos hecho 3/a ea otros casos. El
grafico explica por sl mismo el proces

L0s momentos maximos ocurren en tres puntos: en los
J0s apoyos y en un punto mas 0 menos mtermedlo entre estos
Se obserya.’en los dlagramas que cambia el punto del mo-
mento rra |mo a medida que una de las porcjones salidizas es
mas gran %e la otra s por_esto._que el momento maxi-
N0 NQ efta Ia mitad de la V|eg imo en un. punto donde
a parabola tiene la tangente paral Ia 3 Iado de CIEIre iy o h*w\

Ln el resen m. 1Zquier
vaﬂee caso presente, Bsta a 2 del apoyo 1zquierdo, Y
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M= 0N X —960 X J— 960 km.

La una magnitud a la escalas de las fuerzas. y la otra a
[a de las longitlides;. pero en nuestro caso, la distancia po-
lar es 1gual & la unidad, sera suficiente medjr las ordenadas

a la escala de las fuerzas, que es tambien [a escala de mo-

mentas. o
Otra manera de obtener el punto de momento maximo es

el de proyectar el punto donde el esfuerzo cortante es nulo:
en efecto,"en la flg. 65 a, sobre la misma linea de esfuerzo
cortante nulo, esta” el momento maximo.

Asi mismo _los momentos maximos negativos, correspon-
de donde el esfuerzo cortante campia de signo, 0 sea en la

region de los apoyos.

El esfuerzo cortante maximo ocurre en los apoyos. Mi-
damos las ordenadas del diagrama a la escala de lds fuerzas:

Para el apoyo Izquierdo da:;
antes del apoyo  C:=— 1.000 k.
(despues del apoyo C= -f*1.400 k.

Para el apoyo derecho:
antes del apoyo ¢ = — 1.100 k.
despues del apoyo C= -f- 500 k

~Verifiguemos los trazados anteriores por medio de las
formulas que nos. da la Resistencia de Materiales:
el momento maximo entre los apoyos es:

*  12+V" 1- 500 Ss—J& 2*
v %[ 1 )= 3 5

00 X 22 BFk m.

y esta a una distancia del apoyo izquierdo de:
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—E+ii 25— 1+4
T EH i0 2,80 m.

que esta de acuerdo con los resultados anteriores.

70.'40. Momentos de flexion y esfuerzos cortantes pa-
ra una viga catitiliver; o Loque es lo mismo una viga empo-
trada en una extremidad y libre en la otra, con carga unifor-
me y luego con cargas concentradas.

Este caso tambien estudiemos en coneccion con datos
NUMEricos:

Sea. una viga cantiliver de 3 m. de largo vy lleva una
carga uniformemente. repartida de 100 kilos Por mefro; ademas
de Bsta, actlan tampien tres fuerzas concentradas de 130, 150
YZZO kilos a una distancia de 3, 2 y 1 metros, respectivamen-

del apoyo.

Tratemos primero solo con la carga uniforme, Juego ha-
remos los diagramas con las cargas concentradas, fig. 6.

Tracemos el dinamico y el funicular correspondiente a Ja
ca"ga uniforme; para lo cudl dividiremos la viga en 4 0 mas
partes Iquales: sea cada division de 0.75 m,, ¥ supondremos

concentrada en la mitad_de cada una de estas divisiones, un
peso de 0,75 X 100 = 75k

El funicular de estas fuerzas hy olo P es. el ab:
conveniencia se toma P solre una orlzo taI y e dlstanmaé)o-
lar conocida, sea en el ejemplo Como se sab
verdadero diagrama de los morrentos de erX|on es, una parao-
la para carga uniforme, el funicular encontrado esta circunscrito
a.la curva 'y los puntos de tangencia son ay b; las [ntersec-

fmnes de [as verticales de los puntos de division con el funicu-
ar son puntos de la curva.

) Iia ractica, Ia Jaarabola difjere mug/ poco del funicular

}/es mutil de trazarla, siempre que las divisiones sean suficien-

egmnte numerosas l(? contrario sera mejor dibujar la pa-
[a, para tener resulta 0S exactos.




ANALES DE LA

loncji luci

fucrza6 | cm

a* conconlroden

Tenemos por la inspeccion de la fig. 66, que el maximo
de los momentos ocurre en el apoyo XYy vale:

sim = YD X A= 225X 2= 450 Kgm.

vb Se mide a la escala de las fuerzas y Aal de las longitudes.
Por calculos tenemos que el momento ‘maximo es;
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- K2z 100K3 - _ sfegn

Sabemos que el d,ia%rama del esfuerzo cortante para cay-
ga uniforme, esta limitado por una linea recta; puesto que la
eXpresion es.

y el maximo vale

Esta linea recta se obtiene proyectando las magnjtudes de
cada una de las fuerzas del dinamico sobre las verticales de
los puntos de division. La linea es ac Y el area del esfuerzo
corttante eS acy. Por comodidad se principia el trazado del
unto a. .
p, Cargas concentradas. Pald estas CalfasS S€ hace Uun (-
namico. especial y el funicular correspondiente, de la misma
distancia polar que el anterior, A (vease en la parte Inferior de
3 ﬁgE 06 con lineas de frazos).

II

area gdet €5 €l diagrama de los momentos de flexion
para las cargas concentradas.

cMm = de X A= 455 X 2= 910 km.

Para tener los momentos totales. es suficiente anadir las
ordenadas corres(é)ondlente de los dos funiculares. Se obtiene

asi el contorno oIi%onaI gf. dibusjado con lineas Ilenas.
El momento maximo total e

Mm= A(YD+ de) = 2(225+ 455) = 1.360 km.
El calculo da para el momento total maximo:

*n = HiI—P,X3—P.X2—p,Xi:

A —»30X3—150X2—220X1= 1-360 km.
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Los esfuerzos cortantes para cargas concentradas, sabe-
mMos yfa encontrar, P"oyectardo los extremos de las fuerzas;
en la’figura esta en linea de puntos.

El ‘diagrama de los esfuerzos cortantes totales se obtiene
haciendo [a” suma de las ordenadas de los dos diagramas_ que
hemos trazado; resulta asi el contorno en graderia®in. El es-
fuerzo cortante maximo es:

cm = ah = 800 kilos.

Se puede proceder tambien simultaneamente, considerando
las fuerzas repartidas y las concentradas para obtener un solo
diagrama de  resultados totales, trazando un dmamlcoay
un funicular. Para esto, se toma como, punto de division de
[a carga repartida el de la [inea de accion de la fuerza con-
centrada; aplicando en la, mitad del espacio comprendido entre
dos fuerzas y de magnitud proporcional a éste. Luego se
procede como™en los casos ordinarios.

/1.—nNota. Frecuentemente los alumnos se re?untan
&ue utilidad tiene este  alor del momento maximo, de flexion?
OI €S0, aunque no corresponde a nuestro estudio, daremos
el uso que se' hace:

El momento maximo total es 1.360 kgm. Con este va-
lor vamos a determinar la seccion transversal de la viga de
madera para las condiciones del ejemplo. La resistencia prac-
tica de la madera es 50 kicm".

La conocida formula de la flexion es:

M
R~ ¢

en la que M es el momento maximo de flexion; R la rcsis

tencia maxima admisible; | el momento de |nerC|a de la scc

cion transversal: ¢ la distancia de la fibra mas remota.
Sustituyendo valores tenemos

M:JFSOMO'—%’%}ili

que es el valor del modulo de resistencia de la viga.
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Hay una Infinidad de secciones que pueden corresponder
a este valor, por esto es necesario fijar la forma y la altura
de a vlga para determinar, el groblema.. .

S| Suponemos, despues de las consideraciones de la cons-
truccion, que la viga puede estar formada par una seccion
rectangular, en la “que su ancho y sy alto, deben estar en [a
proporcion de 5 a 7, que s la viga mas, resistente; se tiene de-
signando por ny b I3 altura y el ancho de la viga:

—=-"-=0,00272

y como b = 5 h, reemplazando se tiene:

de donde h = y 0,00285 = 0,14 m.

b= 2 h=0 X WA= By m

Ahora se nece?ita verificar si la resistencia de la seccion
8S Suglem%netr?e para el esfuerzo cortante.
lene:

Cm= — (300 + 130 + 150 + 220) = — 800 kilos
en efecto en el diagrama del esfuerzo cortante da:
Cm =mdh = — 800 kilos.

S| se admite, aproximadamente, ,que este esfuerzo se re-
parte 1gualmente en la seccion transversal, se encuentra

C 300
C“ A" 0.14X0.10 = 57142 kim'
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0 Sea c= 57 kicm2

- Como este valor es muy pequeno, no hay necesidad de
aplicar la .formula exacfa y “se puede contentarse con esta
aproximacion, que la viga Tesiste con exceso.

72.— Momentos de flexion y esfuerzos cortantes pava una
viga con carga uniforme y concentrada a la vez.

En [a mayor parte de los problemas que se presentan en
|a construccion, [as cargas se componen de repartidas uni-
formemente y aisladas. = Por lo cual analicemos el siguiente
Caso0:

Sea una viga XY en la que reposan las dos cargas con-
centradas an y. cd; ademas tampien actua una carga unifor-
memente repartida. sobre |a reglon mo (e 1a viga, 08 Intensl-
dad p por metro lineal, fig. 67.

Como en la region que se aplica ca esta tambien la car-
?a uniforme, no podremos reemplazar a esta con una sola
Jerza equivalente; sino dividir en zonas limitadas por cada
fuerza concentrada, asi: primero la zona mnt Que Nno tiene
ninguna otra fuerza, la reemplazamos por [a ve aplicada en
[a mitad y proporcional a esta Jongitud. Despues viene la
fuerza concentrada ca, y de aqul consideramos [a zona no,
(que no tiene ninguna ofra fuerza, esta region no Se reempla-
7a por 1a fuerza” e, 8ue actua asimismo™en su mitad y pro-
porcional a la longitud no.

Con estas modificaciones hemos trazado el dinamico
ABCDEFA y el funicular correspondiente.

~Ahora hagamos en el funicular los cambios correspon-
dientes a carga repartida; se proyecta los puntos m y n sobre
el funicular Va trazado y en este lugar se dibuja un arco de
parabola, tangente enpy q |

Asi mismo, Se proyecta la region no y tangente en q y.r,
se traza otro arco de parabola.. “Asi queéfa terminado el dia-
grama de los momentos de flexion.

Con este dinamico, es facil trazar el diagrama de los es-
fuerzos cortantes, siguiendo las reglas ya conocidas. Despues
se _hacen las modificaciones para” carga repartida. ESto es
factl darse cuenta con solo la inspeccion de la figura.
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73.—Aplicacic’)n, Determinar los momentos maximos de
flexion y el esfuerzo cortante, para una viga de 8 m. de luz,
con carga uniforme de 400 kilos por metro y una carga con-
centrada de 800 kilos, colocada a 3 m. del apoyo izquierdo.
Luego calcular la seccion transversal de la viga*

Primero se considera a las dos zonas de cargas uniforme,
separadas por la carga concentraga, como que § fueran con-
centradas en la mitad de estas regiones e Igual al valor de la
respectiva. carga rePartlda. Asi “la fuerza “ab vale 1,200 k;
a ca= 2.000°k. fig. 67-,

Con estas fuerzas se traza el dinamico y el funicular
correspongdiente (lineas de. puntos). Hecho esto se hace las
modificaciones en ambos diagramas para cada carga uniforme;
de manera que para la primera region, del diagrama de mo-
mentos, que mide 3 m. se traza & parabola tangiente a 1os
dos lados del funicular. Lo mismo se hace para la otra re-
gIon c‘ue mide 5m. ,

E| area comprendida entre Jos dos arcos de parabola y el
lado de cierre es el diagrama de momeptos.

. El momento maximo ocurre baﬂ_o |3 carga concentrada;
midiendo la ordenada en este punto, tiene por "valor:

= 4,500 k. m.




ot o

Fuerz .:dm 1000

La escala
La escala
La escala

ﬁg 6/-0

de momentos es 1cm. = L500 k. m.

C

C

e fuerzas es 1cm. = 1.000 k. m.
e longitudeses 1 : 100 m.

. El diagrama de los esfuerzos cortantes no tiene ninguna
dificultad para su trazado.

~El valor del momento maximo, comprobemos con Ia
formula, haciendo x=3 m.

M= XX —

= 2100 X 3 400X 3 4S00km.

La reaccion se calcula, por la formula ya conocida:
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X--V+ f(’l»)’ « "X 't»fcl) =M0,

Nota,—S€ puede tambien trazar los diagramas, dibujan-
1o sepoarad?mente para, cada una de las ,carPas.

ara 1a carga uniforme sera la parabofa (N°, 62) y pa-
ra la carga concentrada sera un triangulo (N°. 63).

Se adicionan las ordenadas de. los dos diagramas repre-
sentativos, determinandose asi un cierto numero de puntos que

se |os une Por medio.ge una curva que representa [a curva de
los momentos de flexion totales.

Para los esfuerzos cortantes se hace la misma adicion, de

las ordenadas de los dos diagramas encontrados para las dos
clases de cargas.

Ahora calculemos la seccion transversal de Ia viga_para

este sistema de cargas.  La viga es de madera y la resisten-
cla admisible es de “50 k/cnr.

La conocida formula de la flexion es:

Sustituyendo los valores encontrados se tiene:

D0y 0008

que es el valor del modulo. de resistencia de la vi%a.
Como la.viga mas resistente es la que el ancho y el al-

g% %eenlea secclon” transversal estan en ld proporcion de 5:7,

| =J*L = 0.009

5 .
y como b = —h, se tiene reemplazando este valor:
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hhi _
19 = 0.009

de donde

I I
I I
42 X 5 ° -0 09 0, 4 2

o5y 5K 082 - fyyp

Como estas dimensiones son un poco exageradas para
conseguw_una viga de tal magnitud, sera mejor ‘emplear una
viga Ge hierro, para este caso. Las dimensiones es facil en-
B?i%gr?tresen los manuales o en las tablas que publican los fa-

74.— Carga Indirecta sobre las vigas.

En los puentes sucede que las cargas no obrap directa-
mente sobre las vigas, sino sobre vigas secundarias, o lar-
guerqQs gue descansan por sus puntos” de apoyo. en la viga
principal; las reacciones de los apoyos no experimentan va-
riacion alguna, pero en cambio los” diagramas ge momentos
y esfuerzos cortantes sufren una pequefa variacion.

racemos el dinamico y el funicular. correspondiente a
as cargas an Y be; Se trazd el lado de cierre d?/ el radio
&olar [espectivo que determina las reacciones de oS apoyos
y Y. Entonces se proyectan los extremos de los largue-
10S"m Y n, en el que actua la carga abr hasta que corte al
funiculdr en m’y n% S€ UNE, estos puntos y la paralela a esta
linea trazada por el polo, divide a la fuerzd ao en dos partes
BB' y B'A: que son las presiones que trasmiten las 'vigas
fransversales a [a viga principal por los puntos m y n. Ana-
logamente se hacecon la carga bcy e obtiene el 1ado nfo,
c%a paralela por P descompone a la fuerza en dos, que son
CC7y C'B que obran directamente sobre la viga principal.

Asl se obtiene el area de momentos, representada por a
superficie rayada; cuyo maximo corresponde siempre a un apo-
yo de la viga transversal fig. 68.
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Por lo visto, se puede trazar de un modo muy sencillo
el diagrama de momentos correspondiente a cargas. Indirectas:
Basta “trazar el dinamjco y el funicular correspondiente a las
cargas. mediatas y unir 10s puntos en que encuentran al funi-
culdr, las verticales. de los puntos de apoyo de los Iargue"os;
con tIo cual se obtiene el funicular que limita el area de mo-
mentos.

Los. esfuerzos cortantes quedan determipados por las car-
gas parclales que actuan en los apoyos de as. vigas transver-
Sales, que se determinan directamente con el dinamico, fig. 68.

75.—EI mismo caso anterior®*pero con carga uniforme in-
directa.

St las cargas son uniformes sobre los I,argueros, basta de-

terminar las gresmnes_ en 1os apoyos de estos y el problema
queda reducido al anterior.
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S la carga es uniforme en toda Ia longitud / de la viga,

las T acm?nes de los aPoyos son Iguales entre si e Iqual a’la
mitad de la carga total

Se encyentra el giagrama de momentos, determinando Ia
carga parcial que actua sobre. caga vlga transversal.  Casl
slempre estas vigas estan a iqgual disfancia y entonces las
cargas de cada uha son |8uales entre, sl e lqual ap X a/ Sl

&S 13 carga ,por69 unidad y a la distancia” entre lasvigas

ransversales, fig

.~ Estas.magnitudes p X a actuan concentradas sobre Ia
viga principal;” entonces trazando el dinamico y el funicular
de” estas fuerzas, se ontiene el diagrama de momentos, tal
como se ha hecho en la fig. 68.

El diagrama de los esfuerzos cortantes se construye con
estas mismas cargas parciales, como en la fig. 69, observan-
Iolo que el esfuerzo cortante es el mismo a 10 largo de cada
arguero.

g Tambien se puede construir el diagrama de los esfuer-
70S cortantes, deauciendo del que corresponde a carga unifor-
me directa, trazando simplemente horizontales en [ intersec-
cion de las proyecciones de los. puntos medios de los largue-
r0s, con la linea” Inclinada que limita el area de los esfuerzos

cortantes para carga uniforme. Vease lafig. 69.

76.—Inf|uencia de la, trasmision de la carga por medio

de. largueros. EN 13 practica las cargas se trasmiten a la viga
principal por medio de larqueros; sin embargo se_admite fre-
cuentemente que las ruedas de los vehiculos giran directamente

% 77
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sobre la viga principal.  Entonces.vamos a.ver cual es el error
(que se comete al hacer esta. variagion, considerando cargas (i-
rectamente aplicadas a la viga principal, haciendo caso omiso
a los largueros.

~ Fijemonos en Ia fl% 08, en la que hay dos cargas ab )/ be.
S s¢ slpone que obran. airectamente sobre la vigd principal,
el diagrama representativo de 1os momentos de Tlexion sera
ir ski sUS Vertices estan en las lineas de accion de las cargas.

Ahora si suponemos que | car?a ab, f10. 70, se trasmite
a 13 viga principal, por medio de los TargueroS my n, se divide
3 fuerza en dos componentes, aa Y bbr, Cuyas lineas ¢e ac-
cion pasan por my n. De esta manera_ queda sulor|m|,da 3
fuerza ap v ,reemP,Iazada por a'a y b\ Entonces el poligono
funicular sera la lineajerivi ~ téniendo sus vertices en las
nuevas lineas de accion de las fuerzas; los momentos de flexion
e”tel Intervalo entre my « estara representado por una linea
recta.

Por ofra parte, el equilibrio estatico no se altera, por _la
descomposicion de una fuerza en dos otras, Pues |as reacclo-
nes e los apoyos quedan las mismas en 1oS dos sistemas;
tambien los momentos. de flexion no han cambiado en los
puntos. m Y i, como Indica claramente el grafico. SI este ra-
zonamientd hacemos extensivo a todas las cargas, resulta que
los momentos de flexion en los puntos «, «i ~ , de apoyo de
los largueros, estan representados por las ordenadas m= m V
nf . ESte funicular esta simplemente inscrito en el que hd-
biamos obtenido al trazar con [as cargas originales.

~ En resumen, el momento de flexion en una seccion cual-
quiera, por egemplo, pajo la fuerza av, esta dado por [a orge-
nada ur €n @l caso gnmmvo, Y por ur en el caso sequndo.
Este ultimo valor es el exacto, y en el primer caso se peca por
eXCeso.

_ El error cometido es tanto menor, cuanto los largueros
estan mas proximos entre sl.

_En la practica, este errqr es desloreciable Sy Cio_or esto se
ustifica la swgos.lmon de considerar a las cargas directamente
apllc:%/as a la viga.

amos en~un ejemplo numerico la magnitud del error
cometdo.
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[1.—Aplicacion. D0S *Liges a¢ (bm, efe fe.z, distantes en-
tre si de 3 m., medidos de eje 0 eje, soportan el paso de un ca-
midn de JO toneladas, cuya distancia entre ejes es de 4 tn. Se
supone que el eje delantero lleoa el 25 o/O y el trasero el 75 o/0
de la carga total. EI| eje delantero esti a 1 m. del apoyo iz-
quierdo, fig. 7.

. Consideraremos primero que la carga se trasmite por me-
dio de los largueros, que distan 2 m. entre i, Iueg_o naremos
log calculos .como, que si la carga se trasmitiera directamente
a la viga principal. ~ -

Vamos a determinar los momentos de flexion y los es-

fuerzos cortantes. S T
S1 suponemos que el camion esta a igual distancia de las

dos vigas, cada una de estas soporta la ‘mitad de la carga
total, 0 sea 5 toneladas.
E| eje delantero Ileva una carga de 0,25 X 5= 1,25

toneladas.
El eje trasero, lleva una carga de 0,75 X 5= 3,75 t0-

neladas, . .
Primero encontremos las magnitudes de las reacciones

de los apoyos, trazando el dinamico ABC, luego el funi-
cular corréspondiente Para cargas directas y se dibuja el la-
do de cierre jk; por el polo P~ se traza urg Paraleaa esta
inea y se defermina el punto D, el que nos da las magnitydes
de 1as reacciones. En este caso particular, por casualidac

son Iguales las reacciones entre sl.

X=Y=z ° =5t

Despues se hace la modificacion del funicular para car

gas mediatas ésﬁe 8S jmgi~oji. , .
Para conocer los momentos de flexion, se mide las or-
denadas del funicular bago el punto dado, a la escala de mo

mentos. La escala es: (v. pag. 43).
a = JO™ D= 5 X ICT3

icrax$ X JO-"
I S (1 0,00,
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¥ Esolo® FERAD [T

MomOnfos ICM

1
0005 W

Y

SIqueremos conocer el momento bajo el larquero m, la
ordetnada mm., se mide en su verdadera” magnitud y el mo-
mento €s:

m —mm,.—= 00187 X 200= 3,74 T. M.
En el larguero n el momento es:

m = Nnn,.2- = 00312 X 200 = 6,24 T. M.
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En el larguero o el momento es:

m = 0,0, 4| = 0,025 X 200 = 500 T. M.

Ahora vamos, a considerar a Ias_cargas como directamen-
te aplicadas a la viga prmmBaI; el diagrama de momentos es
ifovk (lineas IIenas?. Se 0Dserva, olue las ordenadas bajo los
[argueros son exactamente jguales al del caso anterior; solo, se
nofa una pequena diferencid en. los espacios en que actuan
[as cargas. La mayor diferencia se anota bajo Ia. carga de

3,75 toneladai, e gue el momento para cargaS aplicadas di-
rectamente a 1a viga es.

m=0,0,.y = 003 X 200=72T. M

Mientras que para cargas mediatas, en este mismo punto
a, &l momento &s:

m =00y = 002 X 200 = 56T. M,

Como se ve la diferencia es de. 1,6 T. M., pero solo pa-
'3 este punto vy debido a la magnitud de I carPa' de aqui
rapidamente el” momento va disminuyendo a_un fado y otfo,
nasta que Ilega a ser igual en ambos Casgs. . Para carga uni-
formemente repartida, el error es mas Insignificante.

En los espacios comprendidos entre dos largueros con-
secutivos y que no llevan carga, se observa en el diagrama
que 1os momentos no qu“en arracion alguna.

En resumen, considerando cargas directas, se peca por
exceso en los lugares en que ellas actuan; pero el error e
practicamente despreciable. 'Y en donde no hay cargas, los
valores de los ﬂ?mentos son Iguales en,los dos c‘as S,

Para os es UErzos cortantes tamoien sutre el diagrama

Una Begueﬁa variaglon. .
ara cargas airectas, el diagrama de los esfuerzos cor-
tantes esta representado, en la fig. 71, por lineas llenas.
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Para cargas mediatas el dia%rama esta dibujado en linea
de puntos, en”los espacios que hay modificacion.
Los valores son.

En el punto m el esfuerzo cortante es:
para cargas directas C = 125 T.
» » mediatas C = 1875 T.

Para el punto n:
para cargas directas C = 1,25 T.
» » mediatas C = 1875 T.

Para el punto o:
para cargas directas C = 2,50 T.
» » mediatas C = 1875 T.
Como se ve, unas veces s mayor en el un caso y otras

en el otro: pero los valores maximos se encuentra en &l caso
de cargas directas, y el error es por exceso.
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CAPITULO VI

Vigas empotradas en sus dos apogos o hiperestaticas

[8.— Definiciones. S€ denomina apoyo empotrado, CUdll-
do estos apoyos aseguran a la viga tan fuertemente, que
cuando actuan las cdrgas las secciones transversales de la
viga, en [a Pormon empotrad?, no sufren ni desplazamiento
transversal ni- desviacion angular. |
Para fijar 1deas, pongamos un ejemplo: el de la fig. 72
Imaginemonds una viga apoyada sobre dos cuchillos Invaria-
bles™en posicion y situados a una distancia conveniente, comg
ndica la figura; Sobre el lado derecho_actlan cargas de cual-
quier naturaleza, cuya resultante es R.

R

- Se_ve pues que la porcion de viga XX, es lo que cons-
tituye el empotramiento 'y como en @l _gunto X se desarrolla
[a feaccion del apoyo, normal a la fibra media de. la viga,
% Un momento de émpotramiento; habra que determinar am-

a

S maagnitudes.
DQ

¢ este momento de empotramiento ya hablamos habla-
do al tratar ge vigas empotradas en un aﬁ)oyo, (Pags., 04 v 65,
El estudio de estas wgias, facilita 1a “resolution dg los
proplemas en as V|rgas continuas y sus conocimientos son
Ingispensables loara a comprension “del arco empotrado; ade-

mas de que ellas mismas se usan mucho en las construc-

clones. . o
ihora como la viga que tratamos de estudiar tiene em-
potramiento en sus doS extremidades, resulta que tenemos,
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como Incognitas dos reacciones 3/ dos momentos de empotra-
miento; en” total 6 magnitudes esconomdas que se reducen
a 5 cuando Jas ftierzas son, verticales.

Para calcularlas, no disponemos sino de las ecuaciones
8enerales de equilibrio de la Estatica, que en este caso se re-

ucen a dg
uma de las proyecciones verticales, de un sistema
en e%mhbrlo e Agui;\l a CEro,
Suma 0S momentos con relacion a un mismo
punto, es gual a Cero,,
La tercera condicion,. la de las proyecciones sobre una
horizontal, se reducen a identidad, 0 '= 0.
De donde vemos que sofo con las dosecuaciones o
podemos |legar a conocer 5 incognitas. Por esto se conclu-

Y€ diciendo JUE. sblo las ecuaciones de equilibrio estatico no
nos permiten determlnar las reacciones de los apoyos €N UNad

Viga emgotra a en ambas. extremidades.
onviar esta dificultad, tenemos que buscar otras

eclutamones es [a resistencia de materiales que nos puede fa-
cilitar

Viga empotrada con carga uniforme

79.—Las ecuaciones suplementarias para conocer todas
[as Incognitas, Ias Podemos encontrar en 1as. deformaciones
elasticas (UE sufre [a Vi{Qa Cuan 0 SE apllCan |as Calgas. Pa
'3 esto se parte de la etuacion diferencial de la deformacion
de la fibra media 0 linea elastica; €5ta €S:

(- M
dxX ~ El

en la cual M es el momento de erxmn en un GIounto cual-
8

qujera de la vi ?em\Potra a: E es el coeficiente de la elastl-

cldad del mater | es el momento de Inercia de la Sec-
clon transversal de la viga.

La ecuacion (1) se“puede poner bajo la forma:
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M= El -& (2)
Ecuacion fcbue N0S hace conocer(J ?urvatura de la fibra
deformada en funcion deI momento lexion
El valor de M podemos conocerlo facilmente:

80 .— Sea una viga con carga uniforme de Intensidad p,
flg 73 de luz | V de apoyos empotrados.

Por [a simetria de la carga, las reagciones son evidente-
mente iguales y tienen como valor comun:

X=Y=y 3)

SI. designamos por k.Y kf el valor del momento .de em-

Potram|ento en el apo¥| |Zquierdo y derecho, respectivamen-
e Tlex

e, El momento d 0N en ufa seccion cualquiera e
abclsa x €s:

M, = k+ X. X —

si en esta ecuacion reemplazamos el valor de X encontrado
en la ecuacion (3) tenemos:

M, - «+ J|L -J«l (4)

(v. N°. 62) y teniendo en cuenta la ecuacion (2), resulta:
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E (9)
Integrando esta ecuacion, se tiene:

A el cOnstante  (6)

A —
El Iy - K.X A ! :

En la zopa de empotramiento actuan dos clases de fuer-
7as, que producen deformaciones diferentes; en efecto, consi-
deremos 4 la viga de la fig. 73, como que tiene apoyos libres,
pero de la misma luz y Sometida a Tlas mismas cargas; Io
gque daria una fibra deformada, cuya convexidad seria’identi-
ca al de los casos ya estudiados, “ge wqas de apoyos. libres.

Y en una segunda consideracion, apliguemosla a la V|(11a,
de la fig. 73, despues de haberla suprimido _las cargas, Tos
dos momentos (e empotramiento k Y k\ EStos .momentos
tienen capacidad de deformar @ 1a.viga en sentido Inverso el
primer considerando; teniendo la fibrd deformada su convexi-
dad en la superficie superior de la viga. y

CEn virtud de la ley de Hooke, la” deformacion resultante
sera la suma de las dos” deformaciones. Como tiene sentidos
contrarios |a fibra deformada sobre cada apoyo sera horizontal.

Tambiep la ecuacion (5) nos indica que el momento total
es la. suma de los momentos en la misma seccion de [a viga
copsiderando libremente apoyada y de un momento, negativo,
debido a Jas acciones de fos’'moméntos de empotramientos que
son negativos. y .

Por esta razon [a ecuacion (5) se puede escribir:

M, = M —M, (50

Llamando M, al momengo total en la viga empotrada;
M al momento en la viga liore, y M, al moniento debido a
las acclones de los momentos de empotramiento.

Con. estos conocimjentos, tratemos de conocer a la cons-
tante de Nntegracmn de Ja ecuacion (63_: ,

En Ibra media, conserva en

0S agoyo_s, sahemos .que 13 fibra
estos puntos Su“direccion horizontal Inicial
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Entonces, para el punto X, se tiene,

fustitu endo estos valores en la ecuacion (6) se obtiene que
a conStante = 0.

La ecuacion (6) se reduce a:

De la misma manera para el punto Y se tiene:
x— 1 [SYFTEEEN) - 0
sustituyendo en la misma ecuacion (7) da:
0"k ./[+C-"=k/+qg (8)
de donde se deduce Inmediatamente:

Reemplazando este valor en la (4), expresion general
del momento de flexion en un punto cualquiera, se tiene;

M, = yp (x  ¢0— (J°)

Para encontrar el momento, en la mitad de la viga
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reemplacemos en la (10) x por -y /;

Mm=; pF - \ pr= u (11>

El momento maximo de flexion en la mitad de una vi-
ga empotrada en sus extremos, es la tercera parte del valor
el momento para una viga sobre apoyos libres, de la misma
luz y con las mismas cargas.

El momento en los apoyos empotrados, tiene el doble de

%/alqr del momento en la mitad de [a viga y es de signo con-
rario.

. Con los valores de k y de Mm ya se OPuede razar el
diagrama representativo de” los moméntos de flexion, para
Una viga empotrada en sus extremos; advirtiendo, que en es-

te caso, la carga es simetrica y que por lo tanto los momentos
de empotramiénto son Iguales:
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(= K= — 9)

El diagrama esta [imjtado por una garé,bola, SU. Verfice
e encuentra en la vertical trazada por la mitad de la viga.
Ad?mas Aa ecuacion (5) la habiamos escrito bajo la forma (5);

S
V. Tig. 74
M, = M — M2 (50

lo que quiere decir que al diagrama de momentos de una viga
con apoyos libres y carga uniforme y de la misma luz, hay
que restarle los momentds progucidos por. el empotramiento.

Entonces a partir de una linea cualquiera ab, pero para-

lela a la viga, y en su mitad, llevamos una magnitud er= Yy

positivamente. . Per los extremos de apt €S decir, hajo los apo-
yos, y en sentido negativo ponemos las magnitudes.

hh = dg = — y2 pl-

Por los puntos g, f, n, & hace pasar una parabola, tra-
zada por medio del metodo [ndicado en el N° 62 ,

Las ordenadas comi)rendldas entre 1a parabola y la linea

de clerre ab, son los valores de los momentos de fléxion para
cada Epun,to de la viga; esta area esta sombreada. .

| diagrama Indica que el area superior a ap €S positiva

y las dos areas Inferiores, negativas.

0 mas simplemente: primero se dibuja el dlaPrama (e
momentos para la misma viga, pero con apoyos libres; ese
es 1a parabola grn tomada como base la linea horizontal gn;
luego, la ordenada trazada por_la mitad de I3 viga, que e
tambien la maxima, y. comprendida dentro de la parapola, se
divide en tres partes iguales; por el extremo del tercio supe-
ror. se traza el [ado de cierre, que en este caso particular es
horizontal.  Se tiene asi, lo que hemos dicho antes;

ga - 2 e
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De esta manera. nos evitamos los calculos de 1os mo-
mentos de empotramiento; gue Se encuentran midiendo 1as
ordenadas en las verticales de los apoyos a la escala . de
de momeptos. Lo mismo para.el momento maximo positivo.

La linea que limita los aiagramas ¢e los esfuerzos cor-
tantes es una linea recta, . Se traza la horizontal ij; por los
PLntos i Vi se lleva positivamente y negativamenté [os va-
ores de 1as reacciones:

se obtiene .los puntos « Y m que se une por una linea. El
area superior es positiva”y la Inferior negativa.

81.—Aplicacic’)n. Una viga de 3 metros de luz lleva una
carga uniformemente repartida, de intensidad p = 1000 k Flg 75

~ Tracemos los dla?ramas tal como hemos. Indicado en gl
numero anterior, adopfando una escala conveniente V Verifl-
quemos los resultados por medio de las formulas. Cafculemos
las reacciones de los apoyos, formula (3);

X=Y=4 pl=4 1000 K8z 4000k

0" Los momentos de empotramiento, sequn la formula (9)
Son:

k=k=—t b AOORS - sanyn

El momento maximo ocurre en la mitad y su valor es:
M = 2%[ DI = --1-'-99-82[)-(-—8 = 4667 km

Como se ve goncuerdan exactamente los resultados gra-

ficos .con los numericos. Los primeros se Indican en [a mis-
ma fiqura.
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En los puntos cy o fig. 74 los momentos de flexion son
nulos. Las distancias a los apoyos esta dado por:

ac=do= -j(I—1|/y) =0211/ (12)

= 0,211 X 8 = 1,638 m.

Para trazar el diagrama de los esfuerzos cortantes, nos
referimos a la expresion (1) del N°. 62, que da el esfuerzo

cortante para un punto cualquiera:
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Para el apoyo Izquierdo, el esfuerzo cortante es Igual a
|a magnitud de esta reaccion:

= X =y p1 4000 K. (13)

Por la misma razon, para el apoyo derecho;

C=Y= —ypl=—4.000k (14)

Entonces el diagrama de los esfuerzos cortantes se forma,
trasladando sobre [as verticales de los apoyos segmentos
iquales a —-p/, en sentido Inverso & partir de una horizon-
tal: despues se une con una linea. El area superior es positiva
v [a inferior, negativa. 3

SI se quiere encontrar el momento de flexion para un
punto cualquiera de.la viga, sea por ejemplo a 3 m. del apo-

0 Izquierdo; se mide & ordenada hajo este punto, que e
a ab, a la escala de momentos:

ab = 2.160 k. m.
Se puede comprobar aplicando la formula general (4):

M =y px(/—x)+ k=y 1.000X3(8 —3) — 5333 =

= 2.167 k. m.
El esfuerzo cortante para este mismo punto es;

cd = 1.000 k.

ggremcorlnprobando por medio de la formula general da: (N°. 62
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¢ = p(y — x)= 1000 (-| = 3) = 1000 k

Viga empotrada con cargas concentradas

82.—Caso |0.—ActL’Ja una sola carga F, situada en un
punto cualquiera de la viga.

Llamemos + la luz ge la viga y F la carga que dista del
apoyo 1zquierdo de la distancia”a

Calculemos las reacciones de los apoyos y los momen-
tos de empotramiento:

Por [as. ecuaciones generales de equilibrio (N°. 78) se
puede escripir:

X+ Y—F=0 (1)
X+ k=k —=F(/[—a) =0 (2)
de donde se deduce:
Y = F— X (3)
y
k' = k—F ([—a+ X./ (4)

Para determinar las incognitas Y y k', es necesario ocu-

rrir a la ecuacion diferencial de deformacion "% = {ff

Pero como se tiene dos valores para x, se?un_ e Sea menor

0 Mayor que a; habra que Integrar entre Tos intervalos o a
d — 1 .

y lo. Cuando X< ase tiene:
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Una primera integracion de la ecuacion (5) da:

X.x'ZJr C

o dX: K . X (6)

Sabemos que estando la viga empotrada en el aRoy_o X,
la fibra media conserva en este punto su direccion horizon-

tal inicial (N°. 79) y ademas, * expresa la tangente trigono-

metrica del apgulo que forma la horizontal con la tangente
de la fibra media deformada. , )
Se Ve claramente que estos apgulos son muy_pequenos,
puesto que las deformaciones tambien son pequenas, y por
consiguiente se puede reemplazar los angufos por sus tangen-
tes. _entonces se puede decir que la ectacion %6) nos da la
%nclmfacm, respecto de la horizontal, de la fibra media de-
ormaga. L — .
SIconserva su direccion horizontal icial la viga en el

apoyo: para x = o se debe tener °* = 0; sustituyendo estos
valores en la ecuacion (0) Se encuentra Que;

C 0
entonces la ecuacion (6) queda:

0 X. X
El @ ks (7)

S esta ecuacion la integramos una sequnda vez, se tiene;



Ely = K2 - X A CF (8)

Esta ecuacion nos da la ordenada de la, fibra.media defor-
mada 0.5ea 13 fiecha; 0 tambien la deformacion lineal vertical
de [a viga, Luego esta sequnda constante C, representa Ia
deformacion vertical de la fibra media en el origen de las inte-
graciones.

Como en este punto, la fibra media no sufre.ningun des-
Plazam|ento e Ve (U x= o, Yy = o SUstituyéndo es-
os valores en la (8) se encuentra que:

C =0
la ecuacion (8) se reduce a:

E oy = By B 9)

" 2°. Cuando x a la ecuacion de deformacion se es-
cribe:

*

El 40 = M'= K= XX+ F(x—a) (9)

como_antes, hagamos dos Integraciones sucesivas de esta
acuacion dn‘erenmal se obtlene:

= kx —XA

El )

Iy t+ F( —ax )+ C  (JO)

ELy = kM1 —X -7+ ad-) +cxtc2 00

a 1os p mones de linea elastica, dadas por las ecua-
C|one gy - que corresponden 3 las porciones, fig» 76,
| S 3/ (1 — a) e a viga, deben unirse .bajo I3 fuer-

- absCida puesto %ue la deformacion” debe ne-
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cesariamente ser una lineg continua y ng angulosa; es decir,

que en a direccion de F as dos 6Partes e cu?vas, dadas por
las dos ecuaciones, tienen la misma tangente g nor c,onmi}men
N
y

te la misma ordenada, de donde se Ueducén las Igua dades
entre las ecuaciones (7) y (10) y entre (9) y (11)

K.a — X ka — X4r+ F aM+C,  (7)+(10)
de donde simplificando se encuentra:

C, =F4:
KT X T=ky—=xT FVy +cra+c2 (9+ (U)

systituyendo el valor encontrado de C, y simplificando; fa
ciimente se encuentra:

C = —F4S

Las ecuaciones (10) y (11) pueden escribirse:

Ely = fcy—Xj + fl— £X A | Fax Fa

Asi mismo, la viga estando empotrada en el apoyo Y,
la fibra media no sufre, en este punto, ni desviacion anqular
y desplazamiento vertical;
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Luego para x — 1, la deformacion angular Iy Y 3 de-

formacion vertical y son nulas.
Se tiene pues:

kx - XA+ F[M -ax J+FM = 0 (12)
y
K £ XE+Fu - jr)+ i (13)

Despejando en [a (12) el valor de «, se tiene:
Xl F
Despejando en la (13) el valor de X da:
X= -N- 4+ -£-(]-a)p (15)

De las ecuaciones (14) y (15) resultan por fin:

x = F(._ 3av+ 2a3= F(3a+ » (1)

Estos dos valores, reemplazando en las ecuaciones . (3)
y (4) y despejando las Incognitas del otro apoyo, se tiene

por fin;
- R (I a)__Fa’b (J8)

v ==
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Y = (31- 2a) = F(a+,3b)a’" (19)

L0S momentos kY k' Son siempre negativos.

83.— Momentos de flexion. POr [as formulas (16) }/ (17)

se conoce X Y k,.entonces podemos faciimente calcularlos

momentos de “flexion para yn punto cualquiera de la viga,

distante x del apoyo. 1zquierdo.
Como hemos dicho  antes hay dos valores:
Cuando x< a Se tiene:

M= k — XX (5)

Para x> a, (da:
M=k —Xx-fF(x—a) (9)

Como hemos visto ya (N°. 75, ec. 50* estas ecuaciones se
puede poner hajo la forma general:

M, = M — M,

N o*ue se Interpreta diciendo; que el diagrama de momentos,
es el mismo que para una viga con apoyos libres, de la mis-
ma luz y con [as mismas cargas; pero relacionado a una li-
nea de Clerre del funjcular quecorta Jas verticales de los apo-
yos a una distancia. igual a [a magnitud de los momentos de
empotramiento; medid a la escala” de momentos.

.~ El momento maximo tiene lugar al recto de la carga v
tiene por valor:

Wm= 2FV a)~ (20)

SI la carga se encuentra en la mitad de la viga;
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y la ecuacion (20) se simplifica:
Mm F8/ (200

este momento es siempre positivo. - L
‘ 7E7I diagrama de los momentos de flexion se dibuja asi.
0. 17
g Sobre las verticales de los apoyos y en sentido negativo
se pone los momentos de los apoyos k Y .

Se une estos puntos y resultd la linea AB.

i i ¢

JD

<0)77

‘Sobre la vertical del punto donde actua la carga y a
partir del lado de cierre AB ‘se lleva positivamente

D= Mm 2=

Se une este punto D con a= Y e~ por medio 0 rectas
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La linea A'DB' relacionada al lado de cierre AB, es el dig-
grama de los momentos. de flexion para upa viga empotrada
N_ambos extremos (alea sombreada); mientraS que el area
A'DB', tomando .como pase A'B', representa el diagrama de
flexion paya la misma viga con apoyos libres, .

Las areas que estar sobre. el fado de cierre son positi-
vas v Jas que estan bajo, negativas. Ademas los punfos de
transicion, E y F, son de momentos nulos.

EStos puntos, tienen por abscisas:

a | (21>
X— /23

Esfuerzos cortantes. S_abemOS gue los esfuerzos cortan-
tes a la derecha o a la Izquierda de la carga son constantes;
entonces: L _

En la zona a, son positivos e Iguales a;

G rz10X
y en la region g — a) son negativos e iguales a
C= —Y

luego para trazar el diagrama de los esfuerzos cortantes, nece-
sitdmos previamente conocer las reacciones de los apoyos;
calculos que. podemos evitarnos trazando graficamente; asi se
obtiene el valor de las reacciones y el diagrama de los esfuer-
70S cortantes.

En efecto el lado de cierre AB del funicular, dehe c%-
rresgonder a un radio polar que sera paralelo; por el. polo
tracemos upa paralela al lado. de clerre, la que determina en el
dinamico, el punto L, que divide a la fyerza ‘en magnitudes co-
rrespondientes a cada una de las reacciones de los™apoyos.

Por. L S gaza una horizontal GH: que es ,a linea que
N0S Servira de ase para el diagrama, que se completa proyec-
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tando 1o exéremos del dinamico. Asi se ha construido el
area somnreada. | , o
Para la viga con apoyos ljbres, la linea base habria ?ldo

la de puntos, e es.la gro eccion |\ del [adio polar paralelo
a A La distancia entre esta linea y la GH es;

K — -

En efecto, consideremos los dos triangulos semejantes
ABHTY PLLCy SOTeme: g J

L A
AH = |

Ror_la inspeccion de la figura vemos que AH = k—«, ¥
aclendo Alqual a la distancia polar, se tiene:

L= [k~ k| A

i)ero_ sl de antemano trazamos el funicular con la distancia po
ar 1gual a la unidad, se tiene:

LL'irri-y-E

Se puede, tambien para el caso de aplicacion de una so-
|a fuerza, dar una Interpretacion grafica para el trazado del
lado del cierre ep el diagrama de momentos: . .

- Tracemos el diagrama de momentgs para la misma wga,
fig. 77, pero con apqyos libres y cuyo dipamicq de polo P, fie-
n€, una distancia polar igual a la unidad de longitud; se obtiene
asl el triangulo A'DB*. “Por el vertice D se traza una paralela
a A'B', qUe corta la yertical del apoyo er gl unto, G; ?e
une G con an Esta linea GA', corta a la ordenada bajo la
fuerza, en C, en dps partes que son las dos magnitudes de

los momentos de los ‘apoyos: CD — k y CJ = k. Luego
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por C se traza una paralela a A'B’ r¥ se tiene el punto B;
para la otra magmtud se. traslada con un compas.

Las ordenadas del diagrama ge momentos se mide g la
escala de fuerzas que. es tambien la de momentos; ?ues_ he-
mols he_cdh(gj para facilitar el trazado, la distancia polar igual
a la unidag. e .
~ Esta Interpretacion grafica se puede demostrar, pero omi-
timos en gracia de la brevedad.

84.—Aplicacién.—8ea una viga empotrada en sus dos
extremidades; lleva una carga de 2.000 kdos, situada a 2 m.
del apoyo izquierdo. Trazar los diagramas de los momentos de
flexion y esfuerzos cortantes.

Se tiene;
[= 5m: a= 2m: F = 2000k

Ambos djagramas vamos a trazar graficamente.
| Setaf,el %namlco AB y el polo P, dé aistancia polar igual

a 1m.tfig. 78.

F fugmcular para la misma viga de apoyos, libres, es afb.

Por + se traza, una paralelaaan y se determina el punto n.
Luego la linea an que corta a i en e; Por este punto trazamos
unaparalela a ab y encontramos el punto o; ei == do €S [ mag-
nitud del momento del apoyo derecho, medido a la escala de
momentos, que es la misna de la de las fuerzas, da:

k' = 960 k. m.

Para el otro momento se puede tambien unirj con oy por
el punto de corte con la ordenada i, e traza una paralela a aby
se ontiene el punto ¢, gue determing el segmento ca— 1.450 k.m.
que es [a magnitud del momento del apdyo Jzquierdo.

Se une cy o; esta linea es el lado ae cierre del diagrama
de momentos. o N |

El momento maximo positivo vale, medido a escala:

Mm = 1.150 k. m.

Para el diagrama de los esfuerzos cortantes, fracemos por
el polo P una paralela a ca, que determina el punto Cy
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por conm% ulente 1as magnitudes de Jas reacciones de |0
apoyos or C se traza la linea horizontal que es a I;
3|rve como base. Luego se proyectan los i)urtos
se forman las areas del esfuerzo Cortante de la manera usua

Los valores estan indicados en la figura.
Verifiquemos los resultados con las formulas:

Las reacciones de los apoyos valen:

X=~ (a— 3a-1+ 23] =

>.296 k.

= 200~ _312>X5 + 2X 2
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y

graficam

g AN — 3 X 5= T4k

Se debe tener si 10s calculos estan bien hechos:
X+ Y= 1295+ 705 = 2000k
Los momentos de empotramiento tienen por valor:

Fa (I— )l 2000X2 (5—2) LA50 K

Fa- (/— a) 2.000 X 52‘ (5 — 2) 060 k m
12 - o

El momento maximo positivo es:

Mm =-2721" w a)I

2X 2000 25~ 202

Los esfuerzos cortantes maximos son:
C= X = 129 Kk
C=z= —Y=—1704 k
Como se ve concuerdan los resultados con los obtenidos

Gle, . , .
La distancia entre I3 linea base del diagrama de los esfuey-

20S cortantes para la viga empotrada y 1d linea base para
viga de apoyos libres es (lineas de puntos);
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Se puede encontrar los momentos o Jos esfuerzos cortan-

Ees. para cualquier punt? de, 12 volga, midiendo la ordenada
aJ0" este punto a 1a escata adoptadd.

Viga empotrada con cargas concentradas

85.—Caso 20. Actuan un numero cualguiera de fuerzas
concentradas sobre la viga.

Este caso vamos a desarrollar conjuntamente con un ¢aso
nUMerico.

En una viga de 7 m. de luz, ac

.k - actuan tres fuerzas, cuyas
Intensidades son” de 1.300, 1.500 y 1.200 kilos, distantes del
apoyo Jzquierdo de 2, 3, y 5 m., Tespectivamente. Se quiere
construir los diagramas dé momentos y de los esfuerzos cor-

tantes.

En este caso, de varias fuerzas, se necesita determinar las
reacciones y los momentos de empotramiento para cada una
de ellas, consideradas aisladamente como que | fuera la Unica
que gravita sobre la viga, y despues se hace la suma de las
reacciones parciales y dé los"momentos de empotramiento de to-

das 1as cargas;, es decir:

o yreb 2)

. Fad (25)

a _VF (33 + D) b2 (26)
) VlF t +P 30) a2 (27)

Los simholos tienen a%iu' significacion general, y o [ @
En sequida se fraza el furicular ae 1as fuerzas exteiioies

que represénta el diagrama de momentos, luego se traslada a
escala los valores d¢ las ecuaciones (24) y (25) y unten o

estos puntos da la linea de cierre.
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0% !

El momento maximo positivo tiene por valor:
¥m= Xx-f-k—Fj (x—a,)=2.190X 3—3.286— 1.300(3—2)
= 1984 k. m.

Pero sera mucho mas simple valiendose del procedimien-

t0 grg [o0)
e fraza el funicular correspondlente MR carPas dadas

% a [a misma V|g1a DEro, con apog libres, vease la fig. 7
ntonces se calcula las formulas' (24) y (25), valiéndonds de
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a tabla adjunt ura. La suma de las dos ultimas co-
Umnas noé dg eal va[gr c?e Ky k\

= — 3280, k= — 2.854

Estos dos. valores son los unicos que es necesario cal-
fularlos numericamente; los demas podemos determinar gra-

camente; en efecto:

Ponemos respectivamente en la vertical del apoE/o |qu|er
do y derecho y a partir de la linea de cierre o en| a, os
valores de .k y kv Se une Ios extremos y este es el verda-
dero lado cierré para la V|[ga empotrada.  El perimetro del fu-
nicular relacionado a este fado de cierre, comprenden las areas
de 10s momentos.

Las superiores positivas y las Inferiores negativas.

El momento maximo._ positivo Se vé que Se”encuentra ba-
jo la fuerza 1,500 y vale 2.000 k. m

Para el diagrama de los esfuerzos cortantes, se traza por
el polo P una paralela al lado de cierre: asi determinamos las

magnitudes de las dos reacciones:
X = 2200 ; Y= 1800 k.

Mientras que el calculo analitico da; formula (26) y (27):

y o 3a, A D) 0?7+ F2(za. +/ b,) D\ + F; (3a; -f D) B2

1.300(3X2 + 5)5-1 1.500(3X3 + 4)di+ 1.200(3X5 + 2)2
I
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Conocidas las magnitudes de las reacclones de los apoyos,

es muy simple el traza

0 del djagrama de los esfuerzos cortan-

tes, I3 fiqura explica Por Sl misia.

Los ‘Bsfuerzos cor

antes maximos positivos ocurre en los

apoyos e Igual a la respectiva reaccion.

0 ] - "
86.— Caso 3 ,—/Viga empotrada y sometida a la accion de
una carga uniformemente repartida en toda la longitud y tam-
bién a una carga concentrada en un punto cualquiera.

L0S mome

]
hace despues s
ASI;

DOYOS Se deter
3

ﬂ

tos de empotramiento y las reacciones de los
minan, para cada carga separadamente y se

v/

suma.

Para carga uniforme las reacciones de los apoyos son

(75, ec. 3):

X=Y=H

para cargas concentradas, ec. (17) y (19)

v F(3a+ Db)b2

F(a +#ﬁ3b)a-

V r ” A

las reacciones de los apoyos para las dos cargas reunidas seran:

X,= ¢ + F(3,+ b (21)

Y,

11
—h

. EO + M i <2,

L0s momentos de empotramiento para carga uniforme
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y para carga concentrada, ec. (f4) y [18]:
t Fab? 19 Fad

= ————jo6; k = p -

el momento de empotramiento para las dos cargas es:
e [

k2 P PP (31)

~El momento de flexion para un punto cualquiera, peio a
|2 1zquierda de la fuerza F es:
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ifl= XX+ K — (32)
y a la derecha de la fuerza es:
= XX+ k— — F(x — a) (33)

Y IeI maximo positivo se producira bajo la carga y tiene por
valor:

oMm —Xa T K (34)

87 — Aplicacion— Consideremos una viga de 7 m. de luzf
gue soporta una cargel uniformemente repartida de 400 k/m.y
una carga concentrada en su mitad de UOOO k. Flg 80

Primero consideremos a la viga de apoyos libres y tra-
cemos para esta los diagramas.ge momentos y de los esflerzos
cortantes (71), para cargia uniforme 'y concéntrada a la vey.
[Fig. 80]. Para lo cual, la pormon de carga uniforme a [a
zquierda de la fuerza F se.la reemplaza, con una fuerza
concentrada en la mitad y equivalente. a su longitud.

Lo mismo se hace ‘para la porcion derecha.
ore SeO ntraza el dinamico para estas tres fuerzas, cuyos va-

S S

Fj= 1400,  F= 1000 y  F = 1400k

gg Iguerte que el sistema es simetrico con relacion a la mitad
VI

LugJ 0 Se traza el funicular de polo P y CUYo Iado e
clerre. n[i)odemos acer de antemano h |zonta uestoq por
ser simetricas las cargas se conocen las magmwdes
(eacmones de los a oyos que s? lquales. entfe si, %uales a
a mitad de la carga total; de lo contrario, habria que cal-
cular por medio de”las ecuaciones (28) v (29)
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Fste fémicular y su lado de cierre se indica en la figura
con lineas de puntos:

Hecho esto, se hace las modificaciones en el funicular,
relativas a carga uniforme, con dos arcos de parabola, tan-
gentes a los lados ael funicular.

Entonces se localiza el lado de cierre del funicular co-
rrespondiente a viga empotrada, calculando los momentos de
empotramiento en “los apoyos; asi mismo por la simetria de
la carga, resulta:

f g o~ Fab2
L= k’ 7 . I-
y COM0 a — b— S tiene:
k k. CEL
1= Ki 12 8

sustituyendo los valores numericos da:

fc =fc
1 -

400 X 100X L= 2508 k m,
12 3

~ Este valor llevamos, a la escala adoptada, sobre las ver-
ticales de los apoyos, y .despues se une estos extremos. A
esta linea debemos referirnos para la avaluacion de los mo-

mentos.
Como se ve en la figura, el momento maximo positivo

ocurre en la mitad de la viga y bajo la fuerza, y esta ordena-
da vale 1.700 k. m.

Este valor podemos comprobar por medio de las formus-
[as (11) Yy (20'), que dan, al sumarlas, la siguiente expresion;
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Mm — Ty (35)

n los datos numericos tenemos:
400 X7- + 000 X 7 = ,m.m
24 8

0 sea_s k. m. de diferencia, lo que es despreciable,

. E
diagra

1 lo que atane a los esfuerzos cortantes, el trazado el
ma no tiene dificultad alguna; se trata primero. con Jas

tres fu

erzas concentradas, y. despues se hace la modjficacion

correspondiente a carga uniforme, como se observa claramen-
te en_la figura 80.

El

trarlo,

o unl\I
¢ emp

maximo se produce en [os apoyos, con signo con-
e 1gual a las magnitudes de las reacciones.

OTA.—Se deo?r’a t?mbién eatudiar ?quj a 13 viga emp(“rada
fxtremo Y simplementeapoyada e € oro. pero oo ‘ella ¢s
g0 MUY Taro, ‘Omitimos para o extendernos ‘demastado.

(Continuara)



