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1. - INTRODUCCION.

En la historia- de la Ciencia abundan los intentos de hacer coinc'dlr las leyes
de lia naturaleza con jla estructural de la teologia. Variosi de éstos-, basados en el
principio de -minimo, tenian interés para los matematicos. El mas célebre de
éstos fue formulado -por Ma-uper-tui-s, y fue expuesto como una doctrina cientifica
que demostraba- Ja existencia de Dios. Esta- perspectiva avivo la curiosidad de
las brillantes -inteligencias de Euter y Ber-noolfr, siendo defendida- por ellos. En
el desarrollo -ulterior de ia Fis-ica- Lagrange, primero, y luego Ha-milton extendie-
ron ios resultados de Eu-ler -para sustentar el desarrollo de la -mecanica teodrica
desde -un principio variacionaJ, despreciando cualquier otra interpretacién que se
saiga de los margenes de ia formulacion. El Principio de minima accion, se re-
d-ujo asi, en tan solo un formulismo matematico sin- ningdn contenido fisico nue-
vo, con igual importancia y significado que el formular Jas lleyes de la natur-aieza
con ecuaciones diferenciaies o ecuaciones i-ntegraies.

Sin embargo, lo curioso, es que todas. las teorias- fisicas de-l mundo atémico
que no cumplen con el principio de minima accién, son incorrectas! de principio.
Esto ya lio habia observado el fisico norteamericano y premio Nobel Feymman.
Asi -pues, algo oculto como significacion existe tras el mencionado principio, el
cuai no puede ser so-lamente una forma aiternativa de exponer las 'leyes de 'la
naturaleza, -oues éste, ai contrario que -a formulacién en- ecuaciones: diferenciaies
0 integra-les, los restringe poderosamente.

El presente trabajo pretende demostrar que ia Fisica necesita hacer una afir-
macion filosofica sobre el caracter del universo, colocandola en ei campo del ma-
terialismo cientifico a través de un principio fundamental!. Tal afirmacion esi que
el mundo es objetivo, y su existencia y desarrollo se da independientemente de
la voluntad, ia imaginacion y ia conciencia de quien io conoce, afirmacién que se
expresa como el principio de minima accion.

2. - QUE ES EL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION.

Supongamos la existencia de un sistema aisiado formado -por N -particulas.
En un instante fijo de tiempo 'las particulas ocupan una ipos-icién, ia misma que
evolucionara en la medida que el tiempo transcurre. Dei mismo modo voy a
inventar un espacio tai que, un punto de él sea representativo de Ja configura-
cion del sistema en consideracion. ;Como -lograrlo? Esto es facil, pues basta
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con afirmar que un iponto de aquel espado esta determinado por el conjunto de
les coordenadais de todas las particulas en el espado real, esto quiere decir, por
3N coordenadas, ya que en el espado real 'le corresponden tres coordenadas a
cada (particula. Como 'las coordenadas de cada 'particula cambian en el tiempo,
el punto (representativo del sistema en el espacio de configuracion variara de po-
sicion, describiendo una trayectoria continua entre dos instantes fijos de tiempo,
digamos ti y t2, tales que a cada uno ile corresponde una configuracion dada
cbl sistema, y correspondientemente, un punto representativo.

Entre estos dos puntos 'representativos va a existir un conjunto infinito de
curvas que los empalmen, todas elias posibles, pero tan solo una sera Ja trayec-
toria real del sistema, y 'las otras 'seran simples hipdtesis que solo pueden tener
lugar en el pensamiento, mas no en el mundo objetivo.

;Cémo distinguir la trayectoria real
de una hipotética?

Para ello voy a suponer conocida la
trayectoria real, como por ejemplo, la
curva ACB de la FIG. 1. La curva ADB
supondré hipotética, separada una dls-
tancia' .infinitesimal de la curva real. Sea
entonces la integral de lineas.

i
S = / fdt @
ti

FIG. 1.—Trayectorias del espjcio de configu-
racion.

Siendo f alguna funcién de Jas caracteristicas dindmicas del sistema, que
habra que definir cuidadosamente..  El sistema evoluciona de modo que su punto
representativo se desplaza desde A hasta cualquier punto correspondiente al in-
tervalo ti — t — t2, que lo llamaremos C. En el Instante t el punto representa-
tivo >e desplaza desde C a D, desde una trayectoria real a una trayectoria imagi-
naria, y luego sobre la trayectoria imaginaria se va a desplazar hasta t2. La in-
tegral de linea (1) se toma ahora sotare la trayectoria ADB diando un resultado S'.
Podemos afirmar que,

S' = S + 8S @

donde 8S corresponde a Ja variacion de la acciéon entre Ja Trayectoria real y la
trayectoria imaginarla para Jos Jimites fijos t y t2. Pero las leyes del mundo son
objetivas, es decir, existen independientemente de nuestro 'pensamiento y de las
impresiones y creencias que tengamos de ellas, lo que significa negar la ipxsibili-
dad que el punto representativo estando en C se "salte" a una trayectoria imagi-
naria muy proxima, pues de lo contrario, esto implicaria que las cosas comenza-
rian a evolucionar seglin nuestros mitos y creencias y no de acuerdo con la reali-
dad. Por lo tanto, el argumento anterior concluimos que es condicién neoesacia
y suficiente para una trayectoria real que se cumpla 'la condicion

85 = 0 ®3)
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Supongamos que cada curva que empalma los. puntos A y B queda fijada aJ
defin.iir 'los valores del juego de parametros a, fi, y ... Esto significa que si

S = S, fi, y...) @)

de 'la condicion (3) concluimos:

SS 9s
85 = - 8a + -——-- 83 +e...= 0 ®)
da 93
que se cumplen para« todos Jos valores posibles de a, j8. .. y de 8a, 8/3, 8y.

por 'lo tanto (5) representara una combinacién lineal trivial, y;

9S 9S 9S
= 0 =0 = 0 ... ®)
da 93 9y

Que no es sino 'la afirmacién' de que todas 'las trayectorias posibles del pun-
to representativo en el espacio de configuracion, 'la trayectoria real es la que ha-
ce extrema Ja integra! (1). Esta conclusion que se conoce como el Principio de
Minima Accion es muy general e independiente de como definamos Ja funcion
f, y se basa en Ja afirmacion de 'la objetividad materialista del mundo, jpues usan-
do este argumento es como llego a (3) y a (6) en una forma ldgica' y natural.

3 . -SIGNIFICADO FISICO DEL SUB-INTEGRADO DE LA ACCION.

La definicion de Je funcion, f esta vinculada, con el tipo de fenémeno en par-
ticular a ser descrito. Es facil demostrar que f tiene dimensiones de energia y
se acostumbra llamar el Lagrangiano del Sistema. Es por todos conocido que Ja
Mecénica Clasica es © limite tanto de la teoria de la relatividad para pequefias
velocidades y para Ja métrica de espacios euclideos, como de las teorias cuanti-
cas para cuando suponemos que la constante d© accién es cero. Por lo tanto, la
usaremos como modelo de exposicion.

En Mecéanica Clasica, un sistema esta totalmente determinado cuando cono-
cemos la 'posicion y la velocidad de las 'particulas en un instante determinado,
asi podemos predecir su condicién futura. Por lo tanto, f deberd ser una. funcion
de la :posicion, y de Ja velocidad' de las particulas, asi como del instante de tiem-
po en que efectuamos su medicién simultanea.

Hagamos, por tradicion, f = L (XI( Xi, t) y (1) se escribira como
h
S = / LXYX,, tdt ©)
ti
de la ecuacién (3):
h

85 = 8J L (X, X*tydt = 0
ti
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que nos 'lleva a concluir tiaexpresion:

u K
9L roi d 9L |
8S = 9| + SXjdt = 0 (8)
9 X -1 9X, dt )
ti ti

todas las curvas pasan por ‘los puntos A y B; por 4o que
8 X, (t)=8X (3 =0

y puesto que 8 Xj va a ser, en general para tt < t < t2 distinto de cero. De (8)
deberd cumplirse necesariamente que,

___________________________ = 0 9)

ecuacion a 3a que se denomina de Eoler-Lagramge. y sefiala la condicién que L
debe cumplir -para que (1) se mhaga extrema. Consideremos un sistema de re-
ferencia inerciai, en el cual el espacio y el tiempo sean, l6gicamente, homogé-
neos e isotropioos. En este itipo de sistema, un cuerpo libre y en reposo perma-
necera 'siempre en reposo. Es lo que se conoce como el principio de relatividad
de Gal'leo, pues en tales sistemas las jleyes de 4a mecanica seran totalmente equl-
vaientes.

La homogeneidad dei espado y el tiempo de un sistema ineroial significa
que la Lagranglana de una particula que se mueve con movimiento rectilineo y uni-
forme no puede contener explicitamente sus coordenadas de posicion Xi ni el tiem-

po t; es decir L sera s6lo funcién de la velocidad v . Puesto que el espado es
isétropo, 4a Lagrangiana no puede depender tampoco de la direccion del vector

v ; por lo tanto serd funcién >3 de su valor absoluto, esi decir, de su cuadrado.
L= L(v2 (20

Consideremos un sistema de 'referencia K' que se mueve con la velocidad

infinitesimal e con respecto a K' por 4o tanto 4a velocidad de una particula 'libre
referida al sistema K' sera

Pero como K y K' son fisicamente equivalentes das lagrangianas de 4a par-
ticula aislada se relacionaran por:

S (S — g(X,,.t) an

siendo g una fundon derivabte arbitraria de 4as coordenadas y el tiempo. Ob-
servemos que ia ecuacion de Lagrange no tiene por qué variar,



*2 + 2 |
§'= /Uldt = /Ldt+ g [Xi @, h] — g [X, (h), tj
ti ti
los dltimos términos son constantes, y cualquier variaciéon de la accion conlleva a

i2
88':8J|’Ldt:0 i
Y
De la ecuacion (10) puede decirse:
L<v2 = L(v2 + 2°~T .~ (12)

en donde se ha- despreciado e2 -por pequefia. Desarrollando (12) .por series de
potencias, despreciando jlas diferenciales de e de or”en superior

91

L(v2 = 12 + 2v*. (13)
9v2

Para que L (v y L (v sean fisicamente equivalentes el Gltimo término de

la derecha de (13) debe ser, de acuerdo con (11), una derivada total con resipec-
9 L

to al tiempo. Esto exige que ------ sea independiente de la velocidad, con lo
cual 9v2

L ==ty W2

A -la -magnitud a se la llama Vz m, siendo m la masa de la -particula. Asi
la Lagtangian-a de -una particula 'libre se la- escribe

1
L= — myv2 (14)
2

que no es sii-no la energia- cinética de da particula. Como la ecuaciéon de Lagra-n-
ge no se -modifica al multiplicar al Lagra-ngia-no ipor una constante, el hacer
a = Vz m equivale a definir }as -unidades mecanicas- en el que se expresaran
las magnitudes fisicas de interés. En general, -para cuandb existe presente una
energia potencial de interaccién V, el Lagrangia-no se escribe como

1= T—V 14)

4.— INTERACCION SOBRE UN SISTEMA AISLADO.

Consideremos a nuestra -particula libre (o un sistema aislado, que es lo mis-
mo), que se mueve entre dos instantes de tiempo fijos ti y t2, pero de tal forma
g-ue cuando t = t2 jntera-ctud con. el sistema, quitandole de su trayectoria- -inicial
a otra infinitesimalmente préxima, como -sefiala la figura 2.
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;Qué magnitud de qué variable fi-
sica fue neceisiario dar al sistema, para
que desde t = ¥ en lo sucesivo comien-
ce a evolucionar si como desde un co-
mienzo se hubiese movido sobre 'la se-
gunda curva?

La ecuacion (8) nos indica':

FIG. 2.—Interaccion sobre un sistema aislado en

el instante t = t,.
‘a h
3L ) d
85 = —omem- 8X, s N 9L 81 1 sxtdt
3X, . . 13x dt  3XtJ

Bl 'segundo término de 'la derecha del segundo miembro de 'la ecuacién de-
be ser oero, pues corresponde a. ila evol'ucion del sistema libre en cualquiera de
las dos trayectorias reales AB o AC. Se ve claramente que cuando interactud
oon el sistema 'Intercambi6é accion en 'la 'magnitud.

 J— 8X, t ta,8Xi(t) — 0 15)

;Qué significa todo esto? Que ila accion es una magnitud que se conserva
entre dos instantes de tiempos fijos para un sistema aislado, por io cual para la
evolucion temporal del sistema' entne esos dos instantes de tiempo el punto 're-
presentativo evoluciona' por aquella curva por lia cual ila accion sea :la disponible
par el sistema para ese ilapso de tiempo. Y para cuando el sistema deja de ser
aislado en un instante dado, en‘ese ' momento el sistema gana o pierde una magni-
tud dada por (15), es decir 'intercambia accion, de alli la razon, légica de 'la paia-
bra "interaccién" de ios sistemas.

3L
Se puede ver de (14) que - = m X| = p ipor lo tanto de (15)
3X,
3S
p = (16)
3X,

es el Impulso Intercambiado en el momento de 'la 'joferaoclén, y es asi como se
lo define.

5.— LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI.
Hay una cuestiéon de interés adicional. La ecuacion. (9), par ejemplo viene

del hecho de que S es constante para una trayectoria' limitada por dos instantes de
tiempo fijos; pero qué sucede cuando considero a los intervalos de tiempo varia-



bles y a 'los instantes de tiempo que fijan jlos extremos de una trayecto:jla varia-
bles. ;Cémo varie la accién? Para contestar esta pregunta, defjfiamo: jla fun-
cion Hami-Itoniana del Sistema

H = HXI(ip. 1) (€))
que es otra funcién de estado dindmico, jpero dependiendo del jimpulso y no de

la velocidad como jlo hacia el Lagranglano. Su definicion precisa viene dada des-
de el siguiente procedimiento:

Sea L = 1 (Xj, Xj, t) y derivando con respecto ai tiempo.
dL 31. 3L . 3L
—————— = X, + X, +
dt 3X, 3 Xj 31
3L d 31
de la ecuacién de Lagrange = — = pi
3X, dt 3Xj
dL .. - 3L
—————— = PiXj + pjXj + --—-—--
dt 3t
y finalmente,
3L d
______ o == (L o p1x1)
31 dt
Se define al Hamiltoniaino por H = pjXi — L (18)

de modo que se cumplira de jla relacion anterior
dH 3L

(19
dt 3t

Y se ve que cuando el Lagrangiano no es funcion del tiempo, es decir para

dH
cuando el tiempo es homogéneo, ------ = 0y H se conserva en el tiempo. Para
ese caso, dii
H= piXi— L= T+ V = const. (20)

El Hamiltoniano coincide con la energia total del sistema.

Para trayectorias de jlimites variables, es obvio que la accion deba ser una
funcion de la trayectoria a seguirse y del tiempo. Como la trayectoria del pun-
to representativo depende de las coordenadas Xj de Jas particulas, en general
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Por ilo tanto,
ds S S as
X, + ----
dt 9 Xi 91
o
ds
Pero S = Ldt = > L
dt

considerando (16) y (22) en (210

9S
L= pX +
9t
9S
y recordando (18)------ + piXj— L— =0
9t
9s
+ H.= 0
9t

Puesto que H = H (XX ) t) y ipor (16)

H (XY - , 0 + - =0 (230

ecuacion a jaque se denomina de BamiltoivJacobi, nos indica la variacién dé la
accion en el tiempo, y es una version segunda para formular un problema me-
canico. Notese que es una ecuacion diferencial parcial de primer orden paca, la
accion. Una vez resuelta se jpuede conocer el Bamiltoniano y de alli calcular
las magnitudes fisicas de interés a través de las ecuaciones candnicas de Hamll-

ton. 'Pama encontrariais obsérvese que de

PIX, — L(XXAXj, ) = H X pi, 1)
9 X 9H 9H . - 31 9L 9L
—dXj + ---- dpj + - dt = Xjdpj + pidXj---------- axj 0 T dt
9Xj 9 Pj 91 3X, 3X, 9t
91 9L
Como pi = i ; Entonces,
9 X{ y@ 9X,



ah ah ah

"""" dX]| + ~eedpi + —eedt = Xjdpi + pidXj — pjdXi— pidXj +
aX| api at
al ] ] al
-------------- dt = Xidipi — pjdXj-————di
at at
entonces -------- = - p [pE— = Xt = ( 2 4)
axXi api at at

que son 'las ecuaciones buscadas.

6.— PRINCIPIO DE MINIMA ACCION DE MAUPERTUIS.

Consideramos que existe un campo de fuerzas sobre un sistema de particu-
las, por 'lo tanto Habra un intercambio de .cantidad de movimiento dado por:

de Ja ultima expresion podemos decir que,

X2
S = / 'PtdXi
X0

siendo X0 e Xi dos puntos representativos del espacio de configuracion que 'los
consideramos fijos, y queremos encontrar cudl es la trayectoria del punto repre-
sentativo del sistema’ de particula® 'para que enlace lios dos puntos dados. Asi
pues, si bien 'los puntos Xo e Xi son fijos, el estado y 'la configuracion del siste-
ma de particulas y el campo de fuerzas en conjunto pueden, variar en el tiempo.
Un .punto P de 'la trayectoria ep el instante t'se transforma en un punto P de
la nueva trayectoria en. el instante t + At como indica 'la Figura adjunta, .para dos
puntos representativos qi y g2 <¢nila correspondencia

ao+aq =9+ A
g g + Sgj + ot At

Puesto que ios puntos en el extremo de
la trayectoria, permanecen fijos para ellos
Agi = O
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La variacién A de uma funcién f = f (qX qj( t) esta dado por:

3f 3f . 3f
Af = - + Agj + At
3q! 3qt 3t
3f T 1 3f 3f
8di + giAt  + - 8qi + QgiAt + At
3ai | J 3 qi 3t
3f 3f e r 3f 3f . 3f
8qi + 8g, + < q + + At
30. 3 qi 34 3qj 9 3t
df
Af = Sf + - At
dt
es decir hay una identidad de operadores,
A=8-f At
dt
Consideraremos ilia variacion- A de ila funcién de Hamilton
2
S r==J=Ldt
ti
2 h
AS = 8/ Ldt + LAt/ , o lo que es <o mismo
ti ti
h h
f 3L 31 ; r
AS = Sgi + - 8q( dt + LAt
J 3q, 3qi
ti ti
2
En este caso 8 J Idt no se anula pues 8gj == 0 en los extremos de la

ti
yectoria. De las ecuaciones dé movimiento dé Lagrange y de la relacion.

Sg, = 8qi

dt
3L 31. d 3L 3L d 3T
8qt + ——8qi 8qj + ~--Sqj = &

3qi 3G dt 3gj 3qi dt qi
- - - d d

= —(piSqJ = ----- pi (Agi — qjAtL) = CpiAdi) —-— (pjdiAt)

dt dt dt dt

(26)

@7
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© d d . ©
AS = i (piAgi) - (pigjAt) dt + LAt \
h dt dt t,
) . 2 2
AS = piAgi / — PjgjAt J + LAt J
ti ti tt
»
AS = — HAt /
ti

Si restringimos nuestro estudio a sistemas para los cuales, 3 H/3 t
variaciones para las cuaties H 'permanece conistante, entonces:

©2 ©2
HAt / = A / Hdt
ti ti

AS = — A / Hdt
ti

AS = — A / (pigi— L)dt
ti

AS = A / Ldt— A / Pig,dt

ti ti
U -
Por lo tanto A / piqdt = 0

ti

Se (o conoce como principio de minima accién de Maupertuis.

1
Notese que la energia- se escribira como E = — pjgi + U
2
1
E = — pigi + V , Luego
2
1
— p.q, E— V=T
2
ti
A/ Tdt= 0
ti

(28)

Oy a

(29)
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y si no actla ninguna, fuerza externa sobre el sistema 'llegamos a que T = cons.
y se cumplira

2

A f dt = 0

ti
A (t2 - ti) = 0 (30)

lo cudl expresa que entre todas las trayectorias 'posibles entre dos puntos, com-
patibles con ila conservacién de ia energia, el sistema sigue aquella por -a cual

el tiempo de transito es extremal. Aqui hay un. punto comin entre 'la. .mecani-

ca y la optica geométrica que denomina a (30) como €lj principio de Fermat, y

nos sugiere que la Mecéanica Clasica corresponde a la optica geométrica limite

de un movimiento ondulatorio.

El principio de minima accion de Maopertuis no es sino una. conclusion 16-
gica del principio de HamMton, y no una formulaciéon independiente de la afir-
macion sobre el caracter objetivo del mundo. Cualquier otro principio variado-
nal de la Fisica tendra este caracter.
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